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Representación e Interpretación de funciones y gráficas por 
estudiantes de 4º ESO 
 
Este Trabajo Fin de Máster tiene como objetivo estudiar las 
funciones reales y sus gráficas. 
El trabajo se estructura en dos partes. En la primera se realiza 
un estudio longitudinal del currículo y en los libros de texto en 
el tercer ciclo de Primaria, en ESO y en Bachillerato con 
relación al tema indicado.  
En la segunda parte se propone un proceso de estudio sobre las 
funciones y sus gráficas, que se ha puesto en marcha en un aula 
de 4º ESO en el marco del Practicum II del Máster. Los 
resultados extraídos de esta experimentación se fundamentan 
en un cuestionario construido ad hoc, teniendo en cuenta 
asimismo las restricciones institucionales. 
El trabajo concluye con una síntesis, unas conclusiones y unas 
cuestiones abiertas. 
 
 
  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Parte I:  
Funciones y gráficas en el currículo vigente 
y en los libros de texto 
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En esta primera parte del Trabajo Fin de Máster se analiza cómo se aborda 
el tratamiento de las funciones y sus gráficas en el currículo y en los libros 
de texto en el tercer ciclo de Primaria, en ESO y en Bachillerato.  
El análisis se divide en cuatro capítulos. En los dos primeros, se muestran en 
forma de tabla los contenidos y criterios de evaluación del currículo vigente 
que hacen referencia a funciones y gráficas en cada uno de los grados. En el 
tercero se presentan ejemplos de las actividades (ejercicios, problemas, 
cuestiones y situaciones) tipo propuestas en un libro de texto de 4º ESO 
Opción B, así como en dos cursos anteriores y dos posteriores. 
Las conclusiones que se extraen del análisis comparativo de los contenidos 
de ambas fuentes (currículo y libro de texto) se exponen en el cuarto 
capítulo. El objetivo aquí es valorar la coherencia de los manuales con 
relación al currículo vigente y resaltar las presencias o ausencias de 
conocimientos matemáticos relativos al tema objeto de análisis. 
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Capítulo 1 
Funciones y gráficas en el currículo vigente 
 
Se presenta un análisis de cómo se desarrollan los contenidos del tema de funciones 
a lo largo del currículo, desde el tercer ciclo de Educación Primaria hasta el 
Bachillerato, considerando las distintas opciones en 4º de E.S.O. y los diferentes 
itinerarios formativos en el Bachillerato. 
El estudio longitudinal de los contenidos de funciones y sus representaciones 
gráficas se estructura en tablas, que buscan identificar los núcleos de continuidad y las 
ausencias y presencias en los distintos niveles según diversos descriptores, que abarcan 
la totalidad de conceptos que se van a introducir durante la escolarización: 
representación de funciones (C1), interpretación de funciones (C2), estudio de familias 
de funciones (C3) y álgebra de funciones (C4).  
La mayoría de la información extraída del currículo de la ESO pertenece al 
bloque 5: funciones y gráficas, por lo que sólo se especificará bloque si el contenido 
explícito pertenece a un apartado diferente.  
Asimismo, la información extraída en Bachillerato, mientras no se indique lo 
contrario, pertenecerá el bloque análisis, que corresponde al bloque 3 en el Bachillerato 
de Ciencias de la Salud y Tecnología y al bloque 2 en el Bachillerato de Ciencias 
Sociales. 
En todo el ciclo de la ESO se repite “Bloque 1: Contenidos comunes: Utilización de 
herramientas tecnológicas para las representaciones funcionales”, sin ninguna 
modificación o cambio, por lo que se ha excluido de las tablas, ya que no permite 
comparar el currículo en los distintos cursos. 
También se han descartado los contenidos relacionados con derivadas e integrales 
de funciones, ya que el núcleo de este trabajo es la Teoría de funciones en sentido 
estricto, y no el “Cálculo” o el “Análisis matemático” en el sentido extenso. 
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1.1 Contenidos en el tercer ciclo de Educación Primaria 
 
Aunque el Máster sólo cualifica para la Educación Secundaria Obligatoria y 
Bachillerato, parece sensato conocer qué conocimientos se han introducido en los 
últimos años de Primaria para realizar un buen estudio de los primeros años de la ESO. 
En la Tabla 1 se muestran los contenidos en el tercer ciclo de Educación Primaria. 
En este curso aún no hay un bloque específico de funciones, por lo que los contenidos 
se refieren principalmente a geometría y tratamiento de la información. Asimismo, se ha 
añadido la ordenación de los números en la recta real por considerarse imprescindible 
para una correcta representación gráfica. 
 
Tabla 1. Contenidos en el tercer ciclo de Primaria 
Descriptor Contenido tercer ciclo de Primaria 
C1: Representación de 
funciones 
Bloque 1. Números y operaciones 
Ordenación de números enteros, de decimales y de fracciones por 
comparación y representación gráfica. 
 
Bloque 3: Geometría 
Sistema de coordenadas cartesianas. Descripción de movimientos 
por medio de coordenadas. 
 
Bloque 4: Tratamiento de la información, azar y probabilidad 
Disposición a la elaboración y presentación de gráficos y tablas de 
forma ordenada y clara. 
Obtención y utilización de información para la realización de 
gráficos. 
C2: Interpretación de 
funciones 
Bloque 3: Geometría 
La representación elemental de gráficas sencillas. 
C3: Estudio de familias 
de funciones  
C4: Álgebra de funciones 
 
 
1.2 Contenidos en la ESO 
 
A diferencia del currículo de Primaria, el de Secundaria contiene un bloque 
específico de funciones y gráficas (bloque 5). En la Tabla 2 se muestran los contenidos 
correspondientes al primer ciclo de la ESO. En la primera columna, los contenidos de 
1º ESO, se refieren a la representación puntual e interpretación de funciones lineales y 
de proporcionalidad directa. En la segunda columna, los contenidos de 2º de la ESO 
repasan los contenidos de 1º ESO y añaden las nuevas tecnologías y las primeras 
propiedades de funciones. 
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Tabla 2. Contenidos en el primer ciclo de la ESO 
Descriptor Contenido 1º ESO Contenido 2º ESO 
C1: 
Representación 
de funciones 
Coordenadas cartesianas. 
Representación de puntos en un 
sistema de ejes coordenados. 
Identificación de puntos a partir de 
sus coordenadas. 
 
Organización de datos en tablas de 
valores. 
Representación gráfica de una 
situación que viene dada a partir de 
una tabla de valores, de un 
enunciado o de una expresión 
algebraica sencilla. 
 
Utilización de calculadoras gráficas y 
programas de ordenador para la 
construcción de gráficas. 
C2: 
Interpretación 
de funciones 
Interpretación puntual y global de 
informaciones presentadas en una 
tabla o representadas en una 
gráfica. Detección de errores en las 
gráficas que pueden afectar a su 
interpretación. 
 
Identificación de relaciones de 
proporcionalidad directa a partir del 
análisis de su tabla de valores.  
 
Identificación y verbalización de 
relaciones de dependencia en 
situaciones cotidianas. 
Descripción local y global de 
fenómenos presentados de forma 
gráfica. 
 
Aportaciones del estudio gráfico al 
análisis de una situación: 
crecimiento y decrecimiento. 
Continuidad y discontinuidad. Cortes 
con los ejes. Máximos y mínimos 
relativos. 
 
Obtención de la relación entre dos 
magnitudes directa o inversamente 
proporcionales a partir del análisis 
de su tabla de valores y de su 
gráfica. Interpretación de la 
constante de proporcionalidad. 
Aplicación a situaciones reales. 
 
Interpretación de las gráficas como 
relación entre dos magnitudes. 
Observación y experimentación en 
casos prácticos. 
 
Utilización de calculadoras gráficas y 
programas de ordenador para la 
interpretación de gráficas. 
C3: Estudio de 
familias de 
funciones 
  
C4: Álgebra de 
funciones   
 
 
 
En el segundo ciclo de la ESO empiezan a aparecer las primeras familias de 
funciones, cuyo estudio se amplía con más familias en 4º ESO, como se ve en la 
Tabla 3a. Además, en 3º se encuentran menos contenidos de representación de 
funciones, adquiriendo mucha más importancia su interpretación. 
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Tabla 3a. Contenidos en el segundo ciclo de la ESO 
Descriptor Contenido 3º ESO Contenido 4º ESO Opción A 
Contenido 4º ESO 
Opción B 
C1: 
Representación 
de funciones 
 
Bloque 3: Álgebra: 
Resolución gráfica y algebraica de los 
sistemas de ecuaciones. Resolución de 
problemas cotidianos y de otras áreas de 
conocimiento mediante ecuaciones y 
sistemas.  
 
Bloque 3:Álgebra 
Resolución de otros tipos de ecuaciones 
mediante ensayo-error o a partir de métodos 
gráficos con ayuda de los medios 
tecnológicos. 
C2: 
Interpretación 
de funciones 
Análisis y descripción 
cualitativa de gráficas que 
representan fenómenos del 
entorno cotidiano y de 
otras materias. 
 
Análisis de una situación a 
partir del estudio de las 
características locales y 
globales de la gráfica 
correspondiente: dominio, 
continuidad, monotonía, 
extremos y puntos de 
corte. 
 
Formulación de conjeturas 
sobre el comportamiento 
del fenómeno que 
representa una gráfica y su 
expresión algebraica. 
 
Análisis y comparación de 
situaciones de 
dependencia funcional 
dadas mediante tablas y 
enunciados. 
 
Uso de las tecnologías de 
la información para el 
análisis conceptual y 
reconocimiento de 
propiedades de funciones y 
gráficas. 
Interpretación de un 
fenómeno descrito 
mediante un 
enunciado, tabla, 
gráfica o expresión 
analítica. Análisis de 
resultados. 
Interpretación de un 
fenómeno descrito 
mediante un 
enunciado, tabla, 
gráfica o expresión 
analítica. Análisis de 
resultados. 
 
Búsqueda e 
interpretación de 
situaciones reales 
con funciones 
definidas a trozos. 
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Tabla 3b. Contenidos en el segundo siclo de la ESO 
Descriptor Contenido 3º ESO Contenido 4º ESO Opción A 
Contenido 4º ESO 
Opción B 
C3: Estudio de 
familias de 
funciones 
Utilización de modelos 
lineales para estudiar 
situaciones provenientes 
de los diferentes ámbitos 
de conocimiento y de la 
vida cotidiana, mediante la 
confección de la tabla, la 
representación gráfica y la 
obtención de la expresión 
algebraica. Utilización de 
las distintas formas de 
representar la ecuación de 
la recta. 
Estudio y utilización 
de otros modelos 
funcionales no 
lineales: exponencial 
y cuadrática. 
Utilización de 
tecnologías de la 
información para su 
análisis. 
Funciones definidas a 
trozos. 
 
Reconocimiento de 
otros modelos 
funcionales: función 
cuadrática, de 
proporcionalidad 
inversa, exponencial 
y logarítmica. 
Aplicaciones a 
contextos y 
situaciones reales. 
Uso de las 
tecnologías de la 
información en la 
representación, 
simulación y análisis 
gráfico. 
C4: Álgebra de 
funciones 
 
La tasa de variación media como medida de la 
variación de una función en un intervalo. 
Análisis de distintas formas de crecimiento en 
tablas, gráficas y enunciados verbales. 
 
 
 
 
 
 
1.3 Contenidos en Bachillerato  
 
En la Tabla 4 se presentan los contenidos del currículo de mínimos de ambos cursos 
de Bachillerato de Ciencias de la Salud y Tecnología. En el primer curso, los contenidos 
se refieren a interpretación de funciones y sus propiedades algebraicas, mientras que en 
el 2º curso, sólo se trabajan los límites y la continuidad centrándose mucho más en 
derivadas e integrales que, como se comentó anteriormente, quedan excluidos de este 
trabajo. 
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Tabla 4. Contenidos en Bachillerato de Ciencias de la Salud y Tecnología 
Descriptor Contenido 1º Bachillerato Contenido 2º Bachillerato 
C1: 
Representación 
de funciones 
  
C2: Interpretación 
de funciones 
Interpretación y análisis de 
funciones sencillas, expresadas 
de manera analítica o gráfica, 
que describan situaciones 
reales. 
 
Aproximación al concepto de 
límite de una función tendencia 
y continuidad. 
 
Bloque 1: Aritmética y álgebra: 
Resolución e interpretación 
gráfica de ecuaciones e 
inecuaciones. 
 
C3: Estudio de 
familias de 
funciones 
Funciones reales de variable 
real: clasificación y 
características básicas de las 
funciones polinómicas, 
racionales sencillas, valor 
absoluto, parte entera, 
trigonométricas, exponenciales 
y logarítmicas. 
 
Bloque 2: Geometría 
Ecuaciones de la recta. 
Posiciones relativas de rectas. 
Distancias y ángulos. 
Resolución de problemas. 
 
C4: Álgebra de 
funciones 
Dominio, recorrido y extremos 
de una función. 
 
Operaciones y composición de 
funciones. 
Concepto de límite de una 
función. Cálculo de límites. 
 
Continuidad de una función. 
Tipos de discontinuidad. 
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Finalmente, en la Tabla 5 se presentan los contenidos del Bachillerato de Ciencias 
Sociales. A diferencia de lo que ocurría en Bachillerato de Ciencias de la Salud y 
Tecnológico se realiza un estudio mucho más general y aparecen contenidos en todos 
los aspectos destacados: representación (C1), interpretación (C2), estudio de familias 
(C3) y álgebra de funciones (C4). 
 
 
 
Tabla 5. Contenidos en Bachillerato de Ciencias Sociales 
Descriptor Contenido 1º Bachillerato Contenido 2º Bachillerato 
C1: 
Representación 
de funciones 
Expresión de una función en forma 
algebraica, por medio de tablas o 
de gráficas. 
Representación gráfica de una 
función polinómica o racional 
sencilla a partir de sus propiedades 
globales. 
 
Bloque 1: Álgebra 
Inecuaciones lineales con una o 
dos incógnitas. Sistemas de 
inecuaciones. Programación lineal. 
Aplicaciones a la resolución de 
problemas sociales, económicos y 
demográficos. Interpretación de las 
soluciones. 
C2: 
Interpretación 
de funciones 
Utilización de las funciones como 
herramienta para la resolución de 
problemas y la interpretación de 
fenómenos sociales y económicos. 
Aproximación al concepto de límite 
a partir de la interpretación de la 
tendencia de una función.  
C3: Estudio de 
familias de 
funciones 
Interpolación y extrapolación lineal. 
Aplicación a problemas reales. 
 
Identificación de la expresión 
analítica y gráfica de las funciones 
polinómicas, exponencial y 
logarítmica, valor absoluto, parte 
entera y racionales sencillas a 
partir de sus características. Las 
funciones definidas a trozos. 
Estudio de una función polinómica 
o racional sencilla a partir de sus 
propiedades globales. 
C4: Álgebra de 
funciones 
Aspectos globales de una función. 
 
Tasa de variación. Tendencias. 
Concepto de continuidad. 
Interpretación de los diferentes 
tipos de discontinuidad y de las 
tendencias asintóticas en el 
tratamiento de la información. 
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Capítulo 2 
Criterios de evaluación de funciones y gráficas en el currículo vigente 
 
El capítulo anterior se centra en los contenidos de funciones y gráficas del currículo 
vigente. Sin embargo, un estudio con mayor profundidad exige analizar también los 
criterios de evaluación. 
Repitiendo el formato anterior, se presentan las siguientes tablas donde aparecen los 
criterios de evaluación del currículo ordenados según el curso al que pertenecen. 
 
2.1 Criterios de evaluación en el tercer ciclo de Primaria 
Los criterios de evaluación en el tercer ciclo de Primaria, como ocurría con los 
contenidos, se refieren a la representación e interpretación de funciones como puede 
verse en la Tabla 6. 
 
 
Tabla 6. Criterios de evaluación en el tercer ciclo de Primaria 
Descriptor Criterios de evaluación tercer ciclo de Primaria 
CE1: 
Representación de 
funciones 
Ordenar, utilizando razonamientos apropiados, distintos tipos de 
números. Con este criterio se pretende comprobar el manejo, en 
situaciones tomadas de la vida real, de diferentes tipos de números, 
interpretando su valor y siendo capaces de comparar e intercalar 
números escritos de diferentes maneras.  
CE2: Interpretación 
de funciones 
Interpretar una representación espacial realizada a partir de un sistema 
de referencia y de objetos o situaciones familiares. Este criterio 
pretende evaluar el desarrollo de capacidades en relación con puntos 
de referencia y, en ciertos casos, ejes de coordenadas, mediante 
representaciones de espacios familiares. 
 
Realizar, leer e interpretar representaciones gráficas de un conjunto de 
datos relativos al entorno inmediato. Este criterio trata de comprobar la 
capacidad de recoger y registrar una información que se pueda 
cuantificar, de utilizar algunos recursos sencillos de representación 
gráfica: tablas de datos, bloques de barras, diagramas lineales... y de 
comprender y comunicar la información así expresada.  
CE3: Estudio de 
familias de funciones  
CE4: Álgebra de 
funciones  
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2.2 Criterios de evaluación en la ESO 
Los criterios de evaluación en 1º ESO (primera columna de la Tabla 7) se refieren 
tanto a la representación de funciones como a su interpretación, mientras que en 2º ESO 
(segunda columna de la Tabla 7) se refieren únicamente a la interpretación. 
 
 
 
 
Tabla 7. Criterios de evaluación en el primer ciclo de la ESO 
Descriptor Criterios de evaluación 1º ESO Criterios de evaluación 2º ESO 
CE1: 
Representación 
de funciones 
Evaluar el uso de las tablas como 
instrumento para recoger información y 
transferirla a unos ejes coordenados. 
 
CE2: Interpretar 
funciones 
Organizar e interpretar informaciones 
diversas mediante tablas y gráficas, e 
identificar relaciones de dependencia en 
situaciones cotidianas. Este criterio 
pretende valorar la capacidad de 
identificar las variables que intervienen 
en una situación cotidiana, la relación 
de dependencia entre ellas y 
visualizarla gráficamente. Se trata de 
evaluar, además, la capacidad para 
interpretar de forma cualitativa la 
información presentada en forma de 
tablas y gráficas. 
Interpretar relaciones funcionales 
sencillas dadas en forma de tabla, 
gráfica, a través de una expresión 
algebraica o mediante un 
enunciado, obtener valores a 
partir de ellas y extraer 
conclusiones acerca del 
fenómeno estudiado. Este criterio 
pretende valorar el manejo de los 
mecanismos que relacionan los 
distintos tipos de presentación de 
la información, en especial el 
paso de la gráfica 
correspondiente a una relación de 
proporcionalidad a cualquiera de 
los otros tres: verbal, numérico o 
algebraico. Se trata de evaluar 
también la capacidad de analizar 
una gráfica y relacionar el 
resultado de ese análisis con el 
significado de las variables 
representadas. 
CE3: Estudio 
de familias de 
funciones 
  
CE4: Álgebra 
de funciones   
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A pesar de que en los contenidos de 3º ESO adquiere una mayor importancia la 
interpretación de funciones, como criterio de evaluación se considera suficiente la 
interpretación de situaciones de la vida cotidiana que pueden ser expresadas mediante 
funciones lineales como queda reflejado en la Tabla 8. 
 
 
Tabla 8a. Criterios de evaluación en segundo ciclo de la ESO 
Descriptor Criterios de 
evaluación 3º ESO 
Criterios de evaluación 
4º ESO Opción A 
Criterios de evaluación 
4º ESO Opción B 
CE1: 
Representación 
de funciones 
Resolver problemas de la vida cotidiana en los 
que se precise el planteamiento y resolución de 
ecuaciones de primer y segundo grado o de 
sistemas de ecuaciones lineales con dos 
incógnitas. Este criterio va dirigido a comprobar 
la capacidad para resolver problemas que 
puedan ser traducidos previamente a 
ecuaciones y sistemas. La resolución 
algebraica se combina también con otros 
métodos numéricos y gráficos, mediante el uso 
adecuado de los recursos tecnológicos. 
Representar y analizar 
situaciones y 
estructuras matemáticas 
utilizando símbolos y 
métodos algebraicos 
para resolver 
problemas. Este criterio 
va dirigido a comprobar 
la capacidad de usar el 
álgebra simbólica para 
representar y explicar 
relaciones matemáticas 
y utilizar sus métodos 
en la resolución de 
problemas mediante 
inecuaciones, 
ecuaciones y sistemas. 
CE2: 
Interpretación 
de funciones 
 
Analizar tablas y 
gráficas que 
representen relaciones 
funcionales asociadas a 
situaciones reales para 
obtener información 
sobre su 
comportamiento. A la 
vista del 
comportamiento de una 
gráfica o de los valores 
numéricos de una tabla, 
se valorará la capacidad 
de extraer conclusiones 
sobre el fenómeno 
estudiado. Para ello 
será preciso la 
aproximación e 
interpretación de las 
tasas de variación a 
partir de los datos 
gráficos o numéricos. 
A la vista del 
comportamiento de una 
gráfica o de los valores 
numéricos de una tabla, 
se valorará la capacidad 
de extraer conclusiones 
sobre el fenómeno 
estudiado. Para ello 
será preciso la 
aproximación e 
interpretación de la tasa 
de variación media a 
partir de los datos 
gráficos, numéricos o 
valores concretos 
alcanzados por la 
expresión algebraica. 
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Tabla 8b. Criterios de evaluación en segundo ciclo de la ESO 
Descriptor Criterios de evaluación 3º ESO 
Criterios de 
evaluación 4º ESO 
Opción A 
Criterios de evaluación 
4º ESO Opción B 
CE3: Estudio de 
familias de 
funciones 
Utilizar modelos lineales 
para estudiar diferentes 
situaciones reales 
expresadas mediante un 
enunciado, una tabla, 
una gráfica o una 
expresión algebraica. 
Este criterio valora la 
capacidad de analizar 
fenómenos físicos, 
sociales o provenientes 
de la vida cotidiana que 
pueden ser expresados 
mediante una función 
lineal, construir la tabla 
de valores, dibujar la 
gráfica utilizando las 
escalas adecuadas en 
los ejes y obtener la 
expresión algebraica de 
la relación. Se pretende 
evaluar también la 
capacidad para aplicar 
los medios técnicos al 
análisis de los aspectos 
más relevantes de una 
gráfica y extraer, de ese 
modo, la información 
que permita profundizar 
en el conocimiento del 
fenómeno estudiado 
Identificar relaciones 
cuantitativas en una 
situación y determinar 
el tipo de función que 
puede representarlas. 
Este criterio pretende 
evaluar la capacidad 
de discernir a qué tipo 
de modelo de entre 
los estudiados, lineal, 
cuadrático o 
exponencial, responde 
un fenómeno 
determinado y de 
extraer conclusiones 
razonables de la 
situación asociada al 
mismo, utilizando para 
su análisis, cuando 
sea preciso, las 
tecnologías de la 
información. 
Identificar relaciones 
cuantitativas en una 
situación y determinar 
el tipo de función que 
puede representarlas, 
y aproximar e 
interpretar la tasa de 
variación media a 
partir de una gráfica, 
de datos numéricos o 
mediante el estudio de 
los coeficientes de la 
expresión algebraica. 
Este criterio pretende 
evaluar la capacidad 
de discernir a qué tipo 
de modelo de entre los 
estudiados, lineal, 
cuadrático, de 
proporcionalidad 
inversa, exponencial o 
logarítmica, responde 
un fenómeno 
determinado y de 
extraer conclusiones 
razonables de la 
situación asociada al 
mismo, utilizando para 
su análisis, cuando 
sea preciso, las 
tecnologías de la 
información. 
CE4: Álgebra de 
funciones    
 
 
 
2.3 Criterios de evaluación en Bachillerato 
 
Como en Bachillerato se estudia mucha álgebra de funciones la posterior 
interpretación de funciones exige un estudio mucho más riguroso que en cursos 
anteriores por lo que los puntos CE2: Interpretación de funciones y CE4: Álgebra de 
funciones se entremezclan como puede verse en la Tabla 9. 
  
Laura De Miguel Turullols 
25 
Tabla 9a. Criterios de evaluación en Bachillerato de Ciencias de la Salud y Tecnología 
Descriptor Criterios de evaluación 1ºBachillerato Criterios de evaluación 2º Bachillerato 
CE1: 
Representación 
de funciones 
Estimar los efectos de las operaciones 
sobre los números reales y sus 
representaciones gráfica y algebraica y 
resolver problemas extraídos de la 
realidad social y de la naturaleza que 
impliquen la utilización de ecuaciones e 
inecuaciones, así como interpretar los 
resultados obtenidos. Se pretende 
evaluar la comprensión de las 
propiedades de los números, del efecto 
de las operaciones y del valor absoluto 
y su posible aplicación.  
Transcribir problemas reales a un 
lenguaje gráfico. Este criterio 
pretende evaluar la capacidad de 
representar un problema en 
lenguaje gráfico y resolverlo 
aplicando procedimientos 
adecuados. 
CE2: 
Interpretación 
de funciones 
 
Transcribir problemas reales a un 
lenguaje algebraico, utilizar 
conceptos, propiedades y 
técnicas matemáticas específicas 
en cada caso para resolverlos y 
dar una interpretación de las 
soluciones obtenidas ajustada al 
contexto. Este criterio pretende 
evaluar la capacidad de 
representar un problema en 
lenguaje algebraico y resolverlo 
aplicando procedimientos 
adecuados e interpretar 
críticamente la solución obtenida. 
Se trata de evaluar la capacidad 
para elegir y emplear las 
herramientas adquiridas en 
álgebra, geometría y análisis, y 
combinarlas adecuadamente. 
CE3: Estudio de 
familias de 
funciones 
Identificar las funciones habituales 
dadas a través de enunciados, tablas o 
gráficas, y aplicar sus características al 
estudio de fenómenos naturales y 
tecnológicos. Este criterio pretende 
evaluar la capacidad para interpretar y 
aplicar a situaciones del mundo natural, 
geométrico y tecnológico, la 
información suministrada por el estudio 
de las funciones. Particularmente, se 
pretende comprobar la capacidad de 
traducir los resultados del análisis al 
contexto del fenómeno, estático o 
dinámico, y extraer conclusiones sobre 
su comportamiento local o global. 
También se debe valorar la capacidad 
para traducir algebraicamente una 
situación y llegar a su resolución, 
haciendo una interpretación de los 
resultados obtenidos. 
 
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Tabla 9b.Criterios de evaluación en Bachillerato de Ciencias de la Salud y Tecnología 
Descriptor Criterios de evaluación 1ºBachillerato Criterios de evaluación 2º Bachillerato 
CE4: Álgebra de 
funciones 
Utilizar los conceptos, propiedades y 
procedimientos adecuados para 
encontrar e interpretar características 
destacadas de funciones expresadas 
analítica y gráficamente. Se pretende 
comprobar con este criterio la 
capacidad de utilizar adecuadamente la 
terminología y los conceptos básicos 
del análisis para estudiar las 
características generales de las 
funciones y aplicarlas a la construcción 
de la gráfica de una función concreta. 
En especial, la capacidad para 
identificar regularidades, tendencias y 
tasas de variación, locales y globales, 
en el comportamiento de la función, 
reconocer las características propias de 
la familia y las particulares de la 
función, y estimar los cambios gráficos 
que se producen al modificar una 
constante en la expresión algebraica. 
Utilizar los conceptos, 
propiedades y procedimientos 
adecuados para encontrar e 
interpretar características 
destacadas de funciones 
expresadas algebraicamente 
en forma explícita. Se pretende 
comprobar con este criterio que 
los alumnos son capaces de 
utilizar los conceptos básicos del 
análisis y que han adquirido el 
conocimiento de la terminología 
adecuada y los aplican 
adecuadamente al estudio de una 
función concreta. 
 
 
Al igual que ocurre en la Tabla 9, en la Tabla 10 se entremezclan los contenidos 
CE2 y CE4. Sin embargo, mientras en Bachillerato de Ciencias de la Salud y 
Tecnología los criterios se refieren principalmente a la terminología y los conceptos 
básicos del análisis, en el Bachillerato de Ciencias Sociales el propósito principal es 
resolver e interpretar problemas. 
 
 
Tabla 10a. Criterios de evaluación en Bachillerato de Ciencias Sociales 
Descriptor Criterios de evaluación 1º Criterio de evaluación 2º 
CE1: 
Representación 
de funciones 
Transcribir a lenguaje gráfico una 
situación relativa a las ciencias 
sociales y utilizar técnicas 
matemáticas apropiadas para 
resolver problemas reales, dando 
una interpretación de las soluciones 
obtenidas. 
Transcribir problemas expresados en 
lenguaje usual al lenguaje algebraico 
y resolverlos utilizando técnicas 
algebraicas determinadas: matrices, 
ecuaciones y programación lineal 
bidimensional, interpretando 
críticamente el significado de las 
soluciones obtenidas. 
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Tabla 10b. Criterios de evaluación en Bachillerato de Ciencias Sociales 
Descriptor Criterios de evaluación 1ºBachillerato Criterios de evaluación 2º Bachillerato 
CE2: 
Interpretación 
de funciones 
Transcribir a lenguaje algebraico una 
situación relativa a las ciencias sociales 
y utilizar técnicas matemáticas 
apropiadas para resolver problemas 
reales, dando una interpretación de las 
soluciones obtenidas. Este criterio 
pretende evaluar la capacidad para 
traducir algebraicamente una situación 
y llegar a su resolución haciendo una 
interpretación contextualizada de los 
resultados obtenidos, más allá de la 
resolución mecánica de ejercicios que 
sólo necesiten la aplicación inmediata 
de una fórmula, un algoritmo o un 
procedimiento determinado. 
 
Utilizar las tablas y gráficas como 
instrumento para el estudio de 
situaciones empíricas relacionadas con 
fenómenos sociales y analizar 
funciones que no se ajusten a ninguna 
fórmula algebraica. Este criterio está 
relacionado con el manejo de relaciones 
no expresadas en forma algebraica. Se 
dirige a comprobar la capacidad para 
ajustar a una función conocida los datos 
extraídos de experimentos concretos y 
obtener información suplementaria 
mediante técnicas numéricas 
Analizar e interpretar fenómenos 
habituales en las ciencias 
sociales susceptibles de ser 
descritos mediante una función, a 
partir del estudio cualitativo y 
cuantitativo de sus propiedades 
más características. Este criterio 
pretende evaluar la capacidad 
para traducir al lenguaje de las 
funciones determinados aspectos 
de las ciencias sociales y para 
extraer, de esta interpretación 
matemática, información que 
permita analizar con criterios de 
objetividad el fenómeno estudiado 
y posibilitar un análisis crítico a 
partir del estudio de las 
propiedades globales y locales de 
la función. 
CE3: Estudio de 
familias de 
funciones 
Relacionar las gráficas de las familias 
de funciones con situaciones que se 
ajusten a ellas; reconocer en los 
fenómenos económicos y sociales las 
funciones más frecuentes e interpretar 
situaciones presentadas mediante 
relaciones funcionales expresadas en 
forma de tablas numéricas, gráficas o 
expresiones algebraicas. Se trata de 
evaluar la destreza para realizar 
estudios del comportamiento global de 
las funciones a las que se refiere el 
criterio: polinómicas; exponenciales y 
logarítmicas; valor absoluto; parte 
entera y racionales sencillas, sin 
necesidad de profundizar en el estudio 
de propiedades locales desde un punto 
de vista analítico. La interpretación, 
cualitativa y cuantitativa, a la que se 
refiere el enunciado exige apreciar la 
importancia de la selección de ejes, 
unidades, dominio y escalas. 
 
 CE4: Álgebra 
de funciones   
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Capítulo 3 
Tipos de ejercicios, problemas y cuestiones tipo sobre funciones y 
gráficos en los libros de texto 
 
En los capítulos anteriores se ha realizado un estudio longitudinal de los contenidos 
del currículo (capítulo 1) y de los criterios de evaluación, como concreción de dichos 
contenidos (capítulo 2) relativos a las funciones y sus representaciones gráficas. Sin 
embargo, la realidad en el aula depende tanto del currículo oficial como de su desarrollo 
en los libros de texto. Por ello, se estudia en este capítulo la concreción de los 
contenidos y criterios de evaluación en los libros de texto.  
Como el posterior estudio de este trabajo se centrará en 4º ESO opción B se ha 
decidido analizar los libros de este curso y los de dos cursos anteriores y dos 
posteriores, es decir, desde 2º ESO hasta 2º Bachillerato. 
El estudio se ha centrado en las actividades de los temas de funciones y gráficas y 
pretende ser representativo de los ejercicios, problemas y cuestiones allí encontrados. 
 
 
3.1 Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 2º ESO 
 
 
Las funciones y gráficas se desarrollan en un único tema en el libro de referencia de 
2º ESO (Álvarez, 2008). Este tema, situado como una de las últimas lecciones, ocupa 20 
páginas y contiene 89 actividades distribuidas entre ejercicios, problemas y cuestiones. 
La Tabla 11, pretende ser representativa del tipo de actividades del tema, mientras 
que la Tabla 12, contiene un problema que no representa al tipo de actividades que se 
han encontrado, pero que merece ser destacada ya que relaciona los centímetros (del 
sistema métrico decimal) con las pulgadas (sistema métrico anglosajón). 
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Tabla 11a. Actividades en el libro de 2º ESO
Actividad tipo:    Ejercicio   
Descripción: Tras la introducción teórica de una noción o procedimiento 
matemáticos, se proponen
para valorar la comprensión
Ejemplo: 
Actividad tipo:    Ejercicio   
Descripción: El ejercicio pide una representación grá
mediante un enunciado sencillo. Con ello se consiguen trabajar también los números 
enteros y sus operaciones.
Ejemplo: 
Actividad tipo:    Ejercicio   
Descripción: Estudio de propiedades sencillas de una función a partir de su gráfica: 
crecimiento y decrecimiento, máximos y mínimos
Ejemplo: 
 
 
 
 (Álvarez, 2008, págs. 241
 Problema    Cuestión    Situación
 algunos ejercicios que culminan con algunas cuestiones 
 del concepto explicado en la página. 
 Problema    Cuestión    Situación
fica de una función expresada 
 
 
 Problema    Cuestión    Situación
, etc. 
 
-260) 
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Tabla 11b Actividades en el libro de 2º ESO (Álvarez, 2008, pág. 241-260) 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Presentación de una gráfica asociada a una situación real espacio-tiempo 
donde es necesario interpretar la gráfica para contestar a las preguntas.  
Ejemplo: 
 
 
Tabla 12. Otras actividades reseñables del libro de 2º ESO (Álvarez, 2008, pág. 260) 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: En este problema se ve la utilidad de las funciones a la par que se 
aprenden hábitos saludables. Además, introduce las pulgadas, que a pesar de ser una 
unidad del sistema de medida anglosajón también se utilizan aquí en determinadas 
medidas (como los televisores). 
Ejemplo: 
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3.2 Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 3º ESO 
 
El contenido de funciones y gráficas en el libro de texto de 3º ESO 
(Vizmanos, 2006) se distribuye en dos temas: el primero explica las características y 
propiedades generales de las funciones y el segundo se centra en las familias de 
funciones lineales y cuadráticas. En total hay 135 actividades; 62 correspondientes al 
primer tema y 73 al segundo. 
Igual que antes, las Tablas 13 y 14 pretenden ser representativas (Tabla 13) y 
destacar alguna actividad (Tabla 14). 
Se propone un gran número de problemas de interpretación de gráficas espacio-
tiempo, parecidos al problema 79 de 2º ESO (Álvarez, 2008, pág. 260) adjunto en la 
Tabla 11b. En esta etapa, además de la interpretación gráfica, se proponen problemas 
cuyo objetivo es el paso de una descripción verbal de una función a la representación 
gráfica.  
 
Tabla 13a. Actividades en el libro de 3º ESO (Vizmanos, 2006, págs. 206-241) 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Estudio de una gráfica y sus propiedades. Empiezan a aparecer 
funciones en las que se pide mirar simultáneamente todas sus propiedades y no 
propiedades aisladas. 
Ejemplo: 
 
 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Dejando aparte los problemas de distancia y tiempo, se encuentran todo 
tipo de problemas geométricos. 
Ejemplo: 
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Tabla 13b. Actividades en el libro de de 3º ESO (Vizmanos, 2006, págs. 206-241) 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Representación de funciones lineales con distintas pendientes y 
ordenadas en el origen.  
Ejemplo: 
 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Se dan varias funciones lineales y hay que vincular cada una con su 
expresión algebraica. Aparecen varios ejercicios de este estilo con funciones lineales y 
cuadráticas. 
Ejemplo: 
 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: En la parte final del bloque, explica cómo dibujar las funciones lineales y 
cuadráticas con el programa Derive. Debajo se muestran los ejercicios pedidos para 
funciones lineales. 
Ejemplo: 
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Tabla 14. Otras actividades reseñables en 3º ESO (Vizmanos, 2006, págs. 234) 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Añadimos este problema porque después se utilizará para analizar 
distintas cuestiones de la Educación Secundaria Obligatoria. 
Ejemplo: 
 
 
3.3 Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 4º ESO 
 
Como se han podido analizar libros de la misma editorial (SM) para ambas 
opciones de 4º ESO (Vizmanos, 2008), las actividades encontradas son bastante 
similares lo que permite realizar un primer estudio de las actividades comunes para las 
opciones A y B de 4º ESO. 
En el libro de la Opción A (Vizmanos, 2008) las funciones y gráficas se distribuyen 
en tres temas. El primero, sobre generalidades de las funciones, contiene 86 actividades; 
el segundo, sobre la familia de funciones polinómicas y raciones, 82; y, finalmente, el 
tercero, sobre funciones exponenciales, 78 actividades. 
El libro de la Opción B (Vizmanos, 2008) también se distribuye en tres temas, el 
primero sobre generalidades de las funciones con 88 actividades, el segundo sobre 
límites y continuidad con 70 actividades, y, el tercero, dedicado a las familias de 
funciones con 88. 
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Se repiten ejercicios del mismo estilo que el 55 de 3º ESO (Vizmanos, 2006) de la 
Tabla 13b en los que hay que vincular la expresión algebraica con su gráfica. En 4º de la 
ESO, como se estudian muchas más familias de funciones, aparecen con funciones 
cuadráticas, exponenciales, potenciales y trigonométricas (según la rama optativa). 
 
Tabla 15. Actividades en los libros de 4º ESO Opción A y B (Vizmanos, 2008) 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Estudio de propiedades de la función. La diferencia en los apartados d 
según las opciones se debe a la diferencia de nociones introducidas: en la opción de 
Matemáticas A o B. 
Ejemplo: 
Opción A Opción B 
 
 
 
 
Tabla 16. Otras actividades reseñables de 4º ESO Opción A y B (Vizmanos, 2008) 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Las nuevas tecnologías se vuelven a estudiar al final del bloque de 
funciones. Hay dos apartados, uno con Derive parecido al escaneado en 3º ESO y otro 
con calculadora gráfica que adjuntamos aquí abajo. 
Ejemplo: 
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4º ESO (Opción B) 
Como la segunda parte de este trabajo se centra en un aula de 4º ESO Opción B, 
resulta interesante centrarse en especial en los ejercicios de este libro. En él, se estudian 
como un tema aparte los límites de funciones y la continuidad. Las actividades más 
representativas se añaden en la Tabla 17. 
 
 
Tabla 17. Actividades en el libro de 4º ESO Opción B (Vizmanos, 2008,págs. 200-201) 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Dejando aparte la sección de problemas que contienen todos los temas 
del libro, el resto de las actividades del tema son ejercicios. En este caso se trata de 
hallar unos límites algebraicamente. 
Ejemplo: 
 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: La mayoría de los ejercicios de continuidad se plantean con funciones 
definidas a trozos que sólo se estudian en la Opción B- 
Ejemplo: 
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3.4 Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 1º Bachillerato  
 
 
 
 
1º Bachillerato Ciencias Sociales 
 
Las funciones y gráficas se distribuyen en 5 temas en 1º Bachillerato de Ciencias 
Sociales (González, 2008). El primero, sobre las generalidades y propiedades globales 
de las funciones contiene 27 actividades, los tres siguientes sobre familias de funciones 
contienen 30, 30 y 35 respectivamente. El último trabaja los límites y continuidad con 
32 actividades. 
El primer tema es el que contiene mayor porcentaje de ejercicios. Los más 
frecuentes son los de interpretación de gráficas como el ejercicio 1 escaneado de 
3º ESO (Vizmanos, 2006) adjunto en la Tabla 13a. 
Posteriormente, encontramos varios temas con las familias de funciones que el 
currículo exige estudiar. Aquí aparecen una mayor cantidad de problemas como el 
adjunto en la Tabla 18 (Gonzalez, 2008). 
Finalmente, en el último tema la mayoría de los ejercicios son de cálculo de límites 
como el 27 de 4º ESO Opción B (Vizmanos, 2008) expuesto en la Tabla 17. Sin 
embargo, aparecen unos nuevos ejercicios que piden hallar el límite gráficamente. 
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Tabla 18 Actividades en el libro de 1º Bachillerato de Ciencias Sociales  
(González, 2008, págs.116-200) 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Problema contenido en uno de los temas de familias de funciones donde 
se pide hallar su representación gráfica para, posteriormente, interpretarla. 
Ejemplo: 
 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Finalmente, en el último tema la mayoría de los ejercicios son de cálculo 
de límites como el 27 de 4º ESO Opción B. Sin embargo, aparecen unos nuevos 
ejercicios que piden hallar el límite gráficamente. 
Ejemplo: 
 
 
1º Bachillerato Ciencias de la Salud y Tecnológico 
 
Los contenidos de funciones y gráficas en el libro de 1º Bachillerato de Ciencias de la 
Salud y Tecnológico (Rey, 2008) se distribuyen en 3 temas. El primero sobre 
generalidades contiene 62 actividades, el segundo sobre familias, 92 y el último sobre 
límites, 109. 
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El primer tema repasa las propiedades generales de las funciones, añadiendo las 
operaciones y composición de funciones que se trabaja con ejercicios. 
Los ejercicios de límites y continuidad son similares a los de 4º ESO Opción B 
(Vizmanos, 2008) adjuntos en la Tabla 17. 
 
Tabla 19. Actividades en el libro de 1º Bachillerato de Ciencias de la Salud y 
Tecnológico (Rey, 2008) 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Ejercicio de los más sencillos sobre inversas de funciones donde es 
necesario calcular la composición de f°f-1 y f-1°f 
Ejemplo: 
 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: En el estudio de las familias de funciones, se añaden ejercicios sobre 
transformaciones de una función que ya se conoce como ocurre en este ejemplo con 
el seno.  
Ejemplo: 
 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: En el último tema se añaden otros ejercicios de cálculo de asíntotas. 
Ejemplo: 
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3.5 Ejercicios, problemas y cuestiones tipo en 2º Bachillerato  
 
 
2º Bachillerato Ciencias Sociales  
 
El principal estudio sobre funciones y gráficas ya se ha realizado el año anterior por 
lo que en este año sólo aparecen en el libro un tema de repaso de límites y continuidad 
con 27 actividades y otro de representación gráfica con 29 actividades. En ambos temas 
las actividades son similares a las de la Tablas 17 y 18. 
 
Tabla 20. Actividades en el libro de 2º Bachillerato de Ciencias Sociales  
(González, 2008, págs. 103-133, 186-211) 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Las actividades no cambian mucho pero se añade un nuevo apartado con 
problemas de acceso a la universidad como el adjunto. 
Ejemplo: 
 
 
 
 
2º Bachiller Ciencias de la Salud y Tecnológico 
 
Los contenidos en los que se centra el libro son las derivadas e integrales que se 
decidió dejar fuera del estudio de este trabajo. Por ello, solo se analizan dos temas que 
son repaso del año anterior: límites con 144 actividades y representación con 125. 
Los ejercicios del tema de límites y continuidad siguen en la misma línea. 
Empiezan a aparecer una gran cantidad de ejercicios en los que se pide calcular el valor 
de determinados parámetros para que exista límite o la función sea continua como en el 
ejercicio 15 de 2º Bachillerato de Ciencias Sociales (Gonzalez, 2008) en la Tabla 20. 
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Tabla 21. Actividades en el libro de referencia de 2º Bachillerato de Ciencias de la 
Salud y Tecnológico (Barbero, 2008) 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Aparecen por primera vez, algunos ejercicios en los que hay que aplicar 
teorema de Bolzano como en el adjunto. Más adelante, se seguirán necesitando en el 
tema de derivadas. 
Ejemplo: 
 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: En el estudio de funciones se añaden cada vez más propiedades. 
Aparecen ya la concavidad y convexidad como se ve en el ejercicio adjunto. Además, 
los máximos y mínimo se estudian mediante derivadas. 
Ejemplo: 
 
Actividad tipo:    Ejercicio    Problema    Cuestión    Situación 
Descripción: Las funciones ya no son sencillas por lo que se vuelve necesario 
estudiar las propiedades de la función para una correcta representación gráfica. Sin 
embargo, los ejercicios siguen el mismo estilo. 
Ejemplo: 
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Capítulo 4 
Coherencia en el currículo y entre el currículo y los libros de texto 
 
Tras estudiar tanto el currículo vigente como los libros de texto, este último 
capítulo pretende fusionar la información hallada en cada una de las fuentes. 
Primero, se resalta la información extraída del Currículo de Mínimos (4.1). 
Después, se comparan los contenidos y criterios de evaluación con los libros de texto en 
Secundaria (4.2.) y Bachillerato (4.3). 
 
4.1 Coherencia en el currículo de mínimos 
 
En el tercer ciclo de Primaria y el primero de la ESO, los contenidos y criterios de 
evaluación se refieren, principalmente, a los primeros apartados de representación de 
funciones (C1) y su interpretación (C2). Progresivamente, desde 3º ESO comienzan a 
introducirse las primeras familias de funciones (C3) y finalmente, los últimos años se 
amplía el estudio pasando de propiedades gráficas a su definición algebraica (C4). 
En el bloque común de todos los cursos de la ESO se encuentra la utilización de 
herramientas tecnológicas para las representaciones funcionales. Sin embargo, en 
1º ESO no se hace ninguna referencia ni en los contenidos ni en los criterios de 
evaluación. Las nuevas tecnologías se nombran en el currículo por primera vez en el 
bloque de funciones y gráficas en el curso de 2º ESO.  
En 3º ESO se nombran como un contenido de la interpretación de funciones pero 
después no aparecen en los criterios de evaluación. 
Por último, en 4º ESO ya no se nombran las herramientas tecnológicas para la 
interpretación de funciones sino para el análisis de las distintas familias de funciones 
estudiadas.  
Dejando aparte las nuevas tecnologías los contenidos y criterios de evaluación 
encontrados en otros apartados tampoco se corresponden de forma exacta. Así, en 
2º ESO aparece como un contenido la representación gráfica de funciones mientras que 
en criterios de evaluación sólo aparece la interpretación de funciones y gráficas. 
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En 3º ESO se habla por un lado de la interpretación de todo tipo de funciones y, por 
otro, del estudio en profundidad de la familia de funciones lineales. Mientras que, los 
criterios de evaluación sólo nombran las funciones lineales. 
En la resolución de ecuaciones y sistemas de ecuaciones del currículo de mínimos 
de 3º ESO se nombra expresamente como criterio de evaluación el método gráfico: “La 
resolución algebraica se combina también con otros métodos numéricos y gráficos” 
mientras que en los contenidos sólo menciona los problemas sin especificar ninguna 
técnica: “Resolución de problemas mediante la utilización de ecuaciones, sistemas y 
otros métodos personales”. 
El Bachillerato de Ciencias de la Salud y Tecnológico, realiza un estudio más 
profundo de las funciones viendo los cambios que se producen en las gráficas al 
modificar las funciones. Además, exige una clasificación de las familias según sus 
características. Y finaliza el periodo escolar con un estudio de derivadas. 
Por otro lado, el Bachillerato de Ciencias Sociales, resume el estudio de 
propiedades de funciones que se ha llevado a cabo en la ESO en “Aspectos globales de 
una función” y este queda sujeto a propiedades de funciones sencillas que representen 
problemas y situaciones reales. En 1º de Bachillerato se introduce la interpolación y 
extrapolación lineal y en 2º la programación lineal. 
Otra diferencia en el currículo hace referencia al tipo de problemas de cada uno de 
los itinerarios de Bachillerato. En Ciencias Sociales, se trata de interpretar problemas de 
situación reales que describen fenómenos sociales y económicos (Tabla 10) mientras 
que en Ciencias de la Salud y Tecnológico se nombran los fenómenos naturales, 
geométricos y tecnológicos (Tabla 9). 
 
4.2 Correspondencia en el currículo de mínimos y los libros de texto de la ESO 
 
A pesar de que las nuevas tecnologías se nombran como un contenido, en el libro 
analizado de 2º ESO (Álvarez, 2008) hay un único tema correspondiente al bloque de 
funciones y no contiene nada sobre nuevas tecnologías ni calculadora. 
En el problema 79 adjunto en la Tabla 11 aparece un “efecto topaze”. Los autores 
del libro, conscientes de las dificultades de la interpretación de gráficas espacio-tiempo, 
explican en el propio enunciado del problema la situación, simplificándola en exceso. 
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Además de destacar el problema de la Tabla 12 por relacionar el sistema métrico 
decimal y anglosajón, también se puede resaltar porque resulta ser el único problema 
que auna varias materias: las matemáticas y hábitos saludables. 
En las Tablas 13 y 16 de actividades de 3º ESO (Vizmanos, 2006) y 
4º ESO (Vizmanos, 2008) se han añadido como ejercicios representativos algunos 
relacionados con programas informáticos a pesar de que su número no es excesivo. Sin 
embargo resultan representativos, ya que las nuevas tecnologías se encuentran en un 
apartado diferente, como contenido en sí mismo, y no como una mera herramienta para 
trabajar las funciones.  
En los libros del segundo ciclo de la ESO analizados (Vizmanos, 2006-2008) 
podemos encontrar varios contenidos que se adelantan al currículo de mínimos. Así, 
destaca el estudio de las funciones cuadráticas mucho más en profundidad en 3º ESO, 
convirtiéndose en ambas opciones de 4º ESO como un repaso. También en la opción B 
de 4º ESO el libro se adelanta al currículo al estudiar las operaciones con funciones (que 
no se nombran explícitamente en el currículo de mínimos hasta 1º Bachillerato de 
Ciencias de la Salud y Tecnológico) y, dentro de las familias de funciones, comienza a 
trabajar las funciones trigonométricas. 
A pesar de que todos los libros estudiados poseen un apartado de problemas, la 
mayoría de las actividades resultan ser ejercicios; como queda resaltado por la gran 
mayoría de ejercicios analizados en el Capítulo 3. 
De hecho, los libros del segundo ciclo de la ESO (Vizmanos, 2006-2008) presentan 
un apartado final de autoevaluación donde queda constatado el poco uso de los 
problemas ya que de las 58 actividades sólo 5 son problemas (8,62%). Igualmente, sólo 
hay 2 cuestiones (3,45%) que exigen comprender la actividad y que no están 
relacionadas con una técnica de cálculo directa. 
Por otro lado, el número de cuestiones que figuran en los libros consultados resulta 
incluso menor que el de problemas. Por ello, apenas se adjuntan cuestiones en el 
capítulo 3 de actividades (ya que no resultan representativas de las actividades de los 
libros). Sin embargo, todas las cuestiones son del mismo estilo donde hay que responder 
si son ciertas o falsas ciertas afirmaciones o donde hay que construir una función que 
cumple determinadas condiciones dadas, como se ve en la Figura 1.  
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Figura 1. Cuestión libro 4º ESO Opción B (Vizmanos, 2008, pág.184) 
En la Figura 2 se adjunta un problema correspondiente al nivel de Secundaria del 
libro de Principios y Estándares para la Educación Matemática (NCTM, 1992, página 
227) similar al problema de 3º ESO (Vizmanos, 2006, pág.234) adjunto en la Tabla 14. 
Figura 2. Problema (NCTM, 1992, pág. 227) 
 
Ambos problemas, pretenden comparar dos compañías telefónicas aunque de forma 
diferente. Por un lado, el enunciado de la Figura 2 queda más abierto, mientras que para 
la resolución del segundo (tabla 14) es suficiente con contestar un par de preguntas 
particulares. 
El problema de la Figura 2, permite el trabajo del problema de manera diferente. 
Según los Principios y Estándares para la Educación Matemática (NCTM, 1992, 227-
229) se podría proponer el cálculo de algunos valores y su representación gráfica. 
Asimismo, se podrían plantear preguntas según el nivel de la clase.  
• ¿Por qué una gráfica pasa por el origen y la otra no? 
• ¿Se podría dar una fórmula algebraica que del precio de la factura en función de 
los minutos consumidos? 
• ¿Qué compañía es más barata si uso poco el teléfono? ¿Cuánto tendría que 
hablar para que saliera más barata la otra compañía? 
• Si sólo puedo gastar 20 €, ¿qué compañía me da más minutos? 
• Incluso, una vez respondido a todo esto, podrían plantearse cambios de 
enunciado, ¿qué pasa si la compañía cambia la cuota mensual a 12 € y el precio 
del minuto a 2 céntimos/minuto? 
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En otro contexto, en el campo de la Teoría Antropológica de lo Didáctico (TAD), 
Rodríguez (2005) aporta una fundamentación teórica, basada en los Recorridos de 
Estudio e Investigación (REI) (Fonseca, Casas, Bosch y Gascón, 2009), y datos 
experimentales para justificar el uso de la situación “compañías telefónicas” para la 
introducción y desarrollo de la noción “función a trozos”. 
Apoyándose en la tesis según la cual los problemas se vuelven más motivadores si 
los datos son generados por los propios alumnos (NCTM, 1992), se podría pedir a los 
alumnos que trajeran una factura de móvil de su casa y comparar con los minutos 
consumidos qué compañía les sale más barata, e incluso comparar con la compañía real 
suya.  
Además, la continuación de este problema es idónea para comparar en una misma 
situación distintas variables (NCTM, 1992). Por un lado, se podría comparar el número 
de minutos frente al coste por minuto y por otro, se podría comparar el número de 
minutos frente al coste total de la factura con lo que se tendrían distintas gráficas según 
las variables (resaltando la importancia de elegir bien las variables para el estudio). 
Otro tipo de actividad que se ha visto que aparece frecuentemente como ejercicio en 
los libros de texto de Secundaria consiste en vincular la gráfica de una función con su 
expresión algebraica, pero siempre son funciones de la misma familia. ¿Por qué no 
realizar ejercicios dónde se mezclen funciones de todo tipo? (NCTM, 1992) De esta 
manera, se podrían comparar las propiedades de unas u otras familias también 
gráficamente. Por ejemplo, ¿una función lineal siempre tiene de recorrido todo los 
reales?, ¿y las cuadráticas?, ¿y una cúbica?, ¿y una potencia cuarta?, ¿qué diferencia 
hay entre potencia par e impar en una función polinómica? Además, este tipo de 
ejercicios se podría apoyar en programas de ordenador que dibujen las gráficas de tal 
manera que el estudio sea visual en un principio y luego se busque una explicación. 
En resumen, con el gran avance que hay cada día de las tecnologías, parece que 
habría que darle un mayor peso a estas en la educación. Por otro lado, unas cuestiones 
abiertas que exigen una mayor interpretación permitirían al alumno trabajar mucho más 
sus capacidades. 
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4.3 Correspondencia entre el currículo de mínimos y los libros de texto en 
Bachillerato 
 
La cantidad de actividades en los libros analizados de los distintos itinerarios de 
Bachillerato difiere mucho. Así, mientras que en el Bachillerato de Ciencias de la Salud 
y Tecnológico (Rey, 2008) se encuentran 532 actividades (263 en el primer curso; 269 
en el segundo curso) en el de Ciencias Sociales (González, 2008) contiene 210 (154 y 
56 respectivamente). 
Analizando con mayor profundidad los libros, se comprueba que en 1º de 
Bachillerato de Ciencias de las Salud y Tecnológico (Rey, 2008) apenas un 10 % de las 
actividades (27 de 263) resultan ser problemas, mientras que en 1º de Bachillerato de 
Ciencias Sociales (González, 2008) superan el 22 % (34 de 154 actividades). 
Esta diferencia, se acentúa aun más en 2º Bachillerato posiblemente debido a la 
selectividad. En el currículo de Ciencias de la Salud y Tecnológico no aparece ningún 
criterio de evaluación de interpretación de problemas (Tabla 9), de tal manera que sólo 
aparece 1 problema en 269 actividades. En 2º Bachillerato de Ciencias Sociales, de las 
56 actividades, 10 resultan problemas (17,85%). 
En 4º ESO Opción B o Bachillerato se intercambia la definición aritmética de valor 
absoluto utilizada hasta ese momento (Figura 3) por una definición analítica como 
función definida a trozos. 
 
Figura 3. Definición valor absoluto libro 1º ESO (Álvarez, 2008, pág. 95) 
 
Esta definición analítica no podría introducirse en años anteriores, debido a que la 
función definida a trozos aparece por primera vez en estos cursos. Sin embargo, 
estudios realizados sobre el valor absoluto (Wilhelmi M., Godino J.D. & 
Lacasta, E. 2007) avalan la mayor eficacia del valor absoluto como función a trozos ya 
que permite utilizarlo simbólicamente. 
Otras definiciones equivalentes estudiadas por Wilhelmi, Godino y Lacasta (2007) 
y que evitan el modelo aritmético se encuentran adjuntas en la Figura 4. 
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||       ;    ||  máx  ,  
Figura 4. Definición alternativa de valor absoluto 
Además, estas definiciones permitirían introducir, antes de llegar a Bachillerato, 
una definición analítica de valor absoluto (aunque sería necesario analizar cómo se ha 
introducido la raíz cuadrada en Secundaria). 
Otra actividad hallada en el Libro de Principios y Estándares para la Educación 
Matemática (NCTM, 1992) adecuada para aclarar el concepto de la función parte entera 
en Bachillerato, consistiría en comparar simultáneamente la función continua lineal y la 
función parte entera. Por ejemplo, se podría llevar al aula trabajando de forma parecida 
a la Secundaria con dos compañías de móvil, con lo que cobraría mucho más realismo la 
actividad. Además, se podría comparar una gráfica inicial de gasto por llamada (donde 
habrá poca diferencia) y finalmente, la acumulación de esa pequeña diferencia de precio 
con un gran número de llamadas. 
Tras la introducción de todas las distintas formas de presentar funciones, los autores 
del Libro de Principios y Estándares para la Educación Matemática (NCTM, 1992) 
sugieren realizar una actividad para analizar las distintas formas de presentar una 
función (algebraica, tabla de valores, gráfica o mediante un enunciado), comparándolas 
entre ellas y viendo las ventajas e inconvenientes de cada una: 
Por ejemplo, una tabla de valores, sólo representa unos puntos y sin más 
información de la función puede resultar insuficiente para algunos análisis.  
Por otro lado, la misma gráfica vista desde más cerca o más lejos puede parecer 
muy diferente y proporcionar informaciones diferentes como se ve en la Figura 5. 
 
Figura 5: Vista gráfica de la misma función 
Funciones y gráficas 
50 
De esta manera, los alumnos no se limitarían a extraer información de manera 
automática y tal vez, se volverían mucho más críticos con las actividades planteadas. 
Además, posiblemente estas actividades les obliguen a reflexionar y comprender 
los conceptos en mayor profundidad mejorando su competencia matemática. 
En resumen, al igual que ocurría en la Educación Obligatoria Secundaria serían 
convenientes actividades más abiertas, que exijan una mayor reflexión. Asimismo, 
algunos conceptos introducidos de forma diferente podrían generar un estudio muy 
interesante. 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Parte II:  
Análisis de un proceso de estudio sobre 
funciones y gráficas en 4º ESO Opción B 
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En esta segunda parte del Trabajo Fin de Máster se analiza un proceso de 
estudio sobre funciones y gráficas en 4º ESO Opción B. 
El análisis se divide en cuatro capítulos. En los dos primeros, se profundiza 
el estudio de las funciones y gráficas en el libro de texto de referencia; por 
un lado, detallando los contenidos de dicho libro y, por otro, deliberando 
sobre los posibles errores y dificultades previsibles en el aprendizaje del 
tópico. Un tercer capítulo, se dedica a explicar un proceso de estudio de 
funciones y gráficas programado para un grupo de 4º ESO Opción B, 
detallando, en el cuarto capítulo la experimentación en el aula de dicho 
proceso. 
El objetivo aquí es valorar las repuestas del alumnado a partir de ciertos 
ejercicios y exámenes recogidos durante las prácticas. 
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Capítulo 5 
Funciones y gráficas en el libro de texto de referencia de 4º ESO 
Opción B 
 
 
En la parte I del trabajo, se ha analizado el currículo y las actividades referentes al 
tema de funciones y gráficas en los distintos niveles de la ESO y Bachillerato. Este 
estudio determina el significado institucional de referencia (Godino y Batanero, 1994; 
Godino y Font, 2007) de la experimentación que se realizará en el capítulo 8, pero es 
necesario primeramente analizar con detalle el contenido propio del aula de 4º ESO 
Opción B en el centro educativo concreto. Así, se presenta aquí un estudio más 
profundo de los aspectos de funciones y gráficas que se han llevado al aula. 
 
 
5.1 Objetos matemáticos relacionados 
 
Godino, Font y Wilhelmi (2006) utilizan una ontología para describir los objetos 
matemáticos involucrados en una lección: lenguaje, conceptos, procedimientos, 
situaciones, propiedades y argumentos. En esta sección analizamos según esta 
clasificación los contenidos del libro de texto de referencia (Vizmanos, 2008) en el 
proceso de estudio analizado en la experimentación. 
A continuación, en sucesivas tablas se muestran los objetos matemáticos 
involucrados. En la Tabla 22, lenguaje, se distingue entre tres tipos de diferente 
naturaleza: verbal, gráfico y simbólico; en la Tabla 23, se comentan los contenidos 
matemáticos involucrados en el texto, en la Tabla 24, los procedimientos que se 
pretende que adquiera el alumnado y finalmente, en la Tabla 25, las distintas 
situaciones, problemas y actividades que se pueden encontrar a lo largo del texto. 
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Tabla 22. Objetos en el libro de 4º ESO (Vizmanos, 2008, págs. 172-205) 
Lenguaje 
Verbal  Función, variable dependiente e independiente, dominio e imagen 
 Tasa de variación (TV), crecimiento, decrecimiento, máximos y 
mínimos relativos y absolutos 
 Periodicidad 
 Acotación 
 Simetría par e impar 
 Operaciones de funciones: suma, diferencia, producto por una 
constante, producto de dos funciones, cociente de dos funciones, 
composición, función recíproca (o inversa) 
 Función definida a trozos 
 Límite, limite lateral 
 Continuidad, discontinuidad evitable e inevitable 
 Asíntotas horizontales, verticales y oblicuas 
Gráfico Gráficas de funciones: 
 Crecimiento y decrecimiento, máximos y mínimos 
 Periodicidad 
 Acotación 
 Simetría par e impar 
 Función recíproca (o inversa) 
 Función a trozos 
 Continuidad y discontinuidad 
 Asíntotas horizontales, verticales y oblicuas 
Simbólico  Expresiones algebraicas: f(x)=  
 Números reales, intervalos de la recta real abiertos(a,b), cerrados [a,b], 
y semiabiertos (a,b],[a,b). 
 Función valor absoluto: |  | 
 Símbolos generales: ≤ ,≥ , ∞, etc. 
 
 
Tabla 23. Conceptos en el libro de 4º ESO (Vizmanos, 2008, págs 172-205) 
Conceptos 
Previos Consideramos concepto previo todo lo introducido el año anterior, aunque 
posiblemente muchos de estos conceptos aun no estén perfectamente 
asimilados por el alumnado: 
 Función, variable dependiente e independiente, dominio e imagen 
 Tasa de variación, función creciente en un intervalo, función decreciente en 
un intervalo, máximo y mínimo relativo y absoluto en un punto 
 Función periódica 
 Función simétrica par e impar 
 Función continua y discontinua (solo gráficamente) 
Emergentes  Función acotada, función acotada superiormente y función acotada 
inferiormente. 
 Suma de funciones, producto de constante por función, producto de 
funciones, cociente de funciones, composición de funciones, función 
recíproca o inversa 
 Límite, limite lateral, indeterminaciones 
 Continuidad en términos algebraicos 
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Tabla 24. Procedimientos en el libro de 4º ESO (Vizmanos, 2008, págs. 172-205) 
Procedimientos 
 Cálculo de dominios y recorridos de funciones a partir de su expresión 
algebraica. 
 Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, máximos y mínimos 
de una función a la vista de su gráfica. 
 Cálculo de la tasa de variación(TV) en intervalos dados. 
 Determinar si una función está acotada y en caso afirmativo, de qué tipo y dar 
cotas adecuadas a la situación. 
 Determinar si una función es periódica y en caso afirmativo calcular su periodo. 
 Determinar si una función es simétrica algebraicamente. 
 Calcular la suma, diferencia, producto, cociente y composición de funciones. 
Cálculo de la función recíproca. 
 Dibujar una determinada función a trozos. 
 Dada la gráfica de una función a trozos sencilla calcular su expresión 
algebraica. 
 Cálculo de límites por tabla de valores 
 Cálculo de límites con expresiones algebraicas sencillas. 
 Estudio de la continuidad de una función. Determinar el tipo de discontinuidades 
en caso de ser discontinua. 
 Cálculo de asíntotas horizontales, verticales y oblicuas. 
 Resolución de problemas con ayuda de funciones. 
 
Tabla 25. Situaciones en el libro de 4º ESO (Vizmanos, 2008, págs 172-205) 
Situaciones 
 Resolución de ejercicios descontextualizados donde hay que utilizar los 
procedimientos adecuados para calcular la solución 
 Resolución de problemas contextualizados donde hay que hallar la relación 
funcional entre dos variables, para posteriormente, dibujar la gráfica o hallar determinadas 
propiedades de la función. 
 Resolución de problemas donde hay que hallar determinados límites para poder 
responder a las preguntas. 
 Cuestiones reflexivas de tipo verdadero-falso o construir funciones cumpliendo 
determinadas propiedades. 
 
Tabla 26. Propiedades en el libro de 4º ESO (Vizmanos, 2008, págs 172-205) 
Propiedades 
 Dominio de funciones con radicales (∆≥0) y racionales (denominador≠0). 
 Límite de la suma, del producto, del cociente y de la composición de funciones f y g 
(existiendo sus correspondientes). 
 Límite de una función f por una constante existiendo el límite de f. 
 
La mayoría de las definiciones del libro, pueden clasificarse como definiciones-
regla ya que, de la definición se deduce la técnica de cálculo que se pretende utilizar 
para resolver las actividades. Esto ocurre con la definición de función 
creciente/decreciente en un intervalo, máximos y mínimos, periodicidad, acotación, 
simetrías, operaciones de funciones, etc. 
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Por ejemplo, en la Figura 6 se muestra la definición-regla de función simétrica par e 
impar.  
 
 
Figura 6. Definiciones de simetría (Vizmanos, 2008, pág. 177) 
 
5.2 Análisis global de la Unidad Didáctica 
La experimentación realizada en el capítulo 8 corresponde a conceptos y 
procedimientos del libro (Vizamnos, 2008) contenidos en los capítulos 10: funciones y 
11: límites, por lo que en este apartado se analizarán ambas secciones. Un primer 
apartado (5.2.1) analiza el capítulo 10 (Vizmanos, 2008, págs. 172-189) y un segundo 
(5.2.2) analiza el capítulo 11 (Vizmanos, 2008, págs. 190-205). 
Siguiendo el esquema del análisis ontosemiótico utilizado por Godino, Font y 
Wilhelmi (2006) se adjunta en la Figura 7 un esquema global de los contenidos que se 
pueden encontrar en el libro de 4º ESO (Vizmanos, 2008, págs. 172-205). 
El tema 10, trabaja la definición de función y las primeras propiedades 
(crecimiento, máximos y mínimos, acotación, periodicidad y simetría) para culminar 
con las operaciones de funciones. 
Por último, el tema 11 desarrolla los límites, continuidad y asíntotas. 
Todas las lecciones se estructuran de la misma forma: una primera página de 
entrada al tema, una parte de desarrollo de contenidos, un apartado de resolución de 
problemas reales, un esquema/resumen para organizar las ideas presentadas a lo largo 
del tema, las actividades finales y una última hoja que denomina “mural de 
matemáticas” con curiosidades y anécdotas respecto al tema correspondiente 
(matemáticas divulgativas). 
También la presentación de los contenidos es más o menos fija. Primero, mediante 
un ejemplo, resalta aquellos contenidos que quiere introducir en la hoja y reflexiona 
sobre ellos. Después, introduce la definición del concepto. En algunos casos aparecen 
unos primeros ejercicios resueltos y, finalmente, añade un apartado de ejercicios. 
Figura 7. Esquema de contenidos del libro de referencia
 
Las actividades finales se encuentran, a su vez, agrupadas en distintos 
los primeros ejercicios los denomina “
directamente con los distintos apartados de contenidos. Después, añade un apartado de 
“cuestiones para aclararse
reflexionar y haber comprendido la teoría). Continúa con una hoja de problemas. La 
penúltima página está dividida en dos secciones, una de refuerzo y la otra de 
ampliación. Finalmente, la última hoja contiene unos problemas para interpretar y 
resolver y una autoevaluación cuyas soluciones se encuentran al final del libro.
 
5.2.1 Análisis global de la unidad didáctica 10: funciones
 
Una vez explicada la distribución general de los temas, nos centramos ya en el 
tema 10 (Vizmanos, 2008, págs. 172
Este contiene 8 apartados de contenidos: concepto de función, crecimiento y 
decrecimiento, máximos y mínimos absolutos y relativos, funciones periódicas y 
acotadas, funciones simétricas, operaciones con funciones, funciones recíprocas y 
funciones definidas a trozos.
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Fijémonos primero en el concepto de función. Como se ha nombrado antes de la 
estructura de los contenidos, comienza dando un ejemplo de función y calculando su 
dominio y recorrido (Figura 8).  
 
Figura 8. Función, dominio y recorrido (Vizmanos, 2008, pág. 173) 
 
El ejemplo, pretende introducir las nociones de función, variables, dominio y 
recorrido. Sin embargo, no explica el procedimiento utilizado para hallar estos últimos. 
La gráfica adjunta a la derecha de la Figura 8, podría dar una idea del recorrido pero no 
hay ninguna referencia explícita que explique cómo se determina exactamente el 0,75. 
La introducción de las condiciones de los dominios de funciones racionales 
(denominador ≠0) y radicales (∆≥0) se realiza mediante un ejemplar-tipo (Figura 9), 
donde una función particular pretende ser representativa de todas las de su familia, y, 
por lo tanto, se puede generalizar el proceso seguido en el ejercicio resuelto (ilusión de 
la transparencia). 
 
Figura 9. Ejemplos de recorridos (Vizmanos, 2008, pág. 173) 
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Además, a la derecha de la Figura 9, se encuentran las gráficas de las funciones que 
pueden servir de medio de control (para comprobar los resultados), que resultan 
innecesarias para la resolución algebraica que desarrolla el libro. 
El segundo contenido introducido en la lección corresponde a la tasa de variación y 
crecimiento. Comienza como en la Figura 10. 
 
Figura 10. Ejemplo tasa de variación y crecimiento (Vizmanos, 2008, pág. 174) 
 
Esta pregunta, podría llevar fácilmente al alumnado a generalizar erróneamente que 
al incrementar el valor de x en dos décimas, el valor de la función varía en 44 
centésimas (independientemente del intervalo, es decir, no sólo para el intervalo 
[1; 1,2], haciendo entonces una interpretación “lineal” de la función parabólica). 
También la pregunta queda un poco ambigua ya que habla de “su valor” refiriéndose a 
la variable x que ha nombrado anteriormente, pero se podría malinterpretar y pensar que 
está hablando del valor de la función. 
Los comentarios del ejercicio resuelto (Figura 11) se desvían del propósito inicial. 
Como pide estudiar el crecimiento y decrecimiento de la función, hay que hallar su tasa 
de variación en todo el intervalo. Sin embargo, parece dar por supuesto que los alumnos 
saben que la tasa de variación en una recta es constante. Igualmente, nombra que la tasa 
de variación es de signo constante en una función cuadrática si no contiene al vértice. 
Ambos resultados, parecen apoyarse en las gráficas de la Figura 11, pero como lo que el 
ejercicio pide es estudiar el crecimiento y decrecimiento, los estudiantes podrían deducir 
de la propia gráfica la misma información sin utilizar la tasa de variación. 
 
 
Figura 11. Ejercicio resuelto libro (Vizmanos, 2008, pág. 174) 
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A continuación, el libro introduce los conceptos de máximo y mínimo, utilizando 
siempre funciones acotadas, lo que podría llevar a pensar al alumnado que las funciones 
siempre tienen máximos y mínimos absolutos. 
La periodicidad se explica con un ejemplo real y cercano mediante el minutero de 
un reloj lo que puede resultar muy motivador al alumnado.  
Además de trabajar el procedimiento algebraico de cálculo de simetrías, el libro 
añade las gráficas de funciones de la Figura 12 que permiten deducir el tipo de simetría 
de una función dada su gráfica. Además, si se mira en la Figura 12 la relación entre A y 
A’ puede entenderse porque se llaman simetrías respecto del eje de ordenadas o 
respecto del origen. 
 
Figura 12. Funciones simétricas (Vizmanos, 2008, pág. 177) 
 
Ambos métodos de estudio de las simetrías: algebraica y gráficamente, quedan 
reforzados en el ejercicio final resuelto (Figura 13), ya que se resuelve algebraicamente, 
pero se añaden sus gráficas como medio de control. 
 
Figura 13. Ejercicio resuelto de simetrías (Vizmanos, 2008, pág. 177) 
 
El siguiente apartado, que trabaja las operaciones con funciones comienza como se 
ve en la Figura 14. 
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Figura 14. Operaciones funciones libro (Vizmanos, 2008, pág. 178) 
 
La explicación introduce el concepto contextualizado en una situación cercana al 
alumnado. Sin embargo, a partir de aquí, el resto de las operaciones aparecen 
descontextualizadas. Por otra parte, las operaciones de funciones no aparecen en el 
currículo del curso; es un contenido que los autores del libro han decidido adelantar. Sin 
embargo, se introducen prácticamente como meras enumeraciones, sin estudiarlas 
realmente ya que no se ve ninguna propiedad ni se proponen cuestiones que motive un 
trabajo sobre sus implicaciones. Por ejemplo, ¿qué ocurre cuando multiplicamos una 
función por una constante menor que 1?, ¿y por una constante mayor que 1?, ¿por qué 
quedan fuera del dominio los puntos que anulan el denominador? Estas y otras muchas 
cuestiones quedan sin respuesta, a pesar de que se dispone de los medios. 
Finalmente, en la teoría de composición de funciones no aparece ningún comentario 
sobre la no conmutatividad de la composición de funciones, dejando esta propiedad 
como pregunta para el ejercicio final o como tarea para el docente del aula. 
Además, este comentario podría volverse aún más importante en el siguiente 
apartado en el que aparecen las funciones recíprocas (o inversas) que sí son 
conmutativas.  
En el libro se introduce (Figura 15) la definición de función inversa 
algebraicamente.  
 
Figura 15. Composición funciones libro (Vizmanos, 2008, pág. 180) 
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Sin embargo, enseguida se habla de la interpretación gráfica de estas funciones 
como se puede ver en la Figura 16
Figura 16. Función inversa
Además, la notación de 
aclaración se deja como un mero comentario en el margen del libro sin ningún tipo de 
ejemplo o comentario posterior.
El último apartado de contenidos explica las funciones definidas a trozos. Se 
introducen, mediante un problema contextualizado (Figura 
partida en tres trozos. Lo ventajoso
de expresión la función es continua y en el otro discontinua. 
Figura 17. Función a trozos
. 
 libro (Vizmanos, 2008, pág. 180)
 puede llevar a una gran confusión con 
 
17) cuya función viene 
 de ella, es que en uno de los puntos donde cambia 
 
 libro (Vizmanos, 2008, pág. 181)
 
 
 y esta 
 
 
Laura De Miguel Turullols 
65 
 
Sin embargo, en el libro no se explica la diferencia entre un punto relleno y otro 
vacío. Además, esto se vuelve un concepto importante, pues con dos puntos relleno en 
la misma abscisa no se trataría de una función.  
Igual que ocurría con las operaciones de funciones, el libro no contiene ninguna 
reflexión sobre las muchas implicaciones e ideas involucradas con esta nueva forma de 
definir las funciones. 
Tras los contenidos, se presenta una aplicación del tema estudiado. En este caso, se 
trata de un sencillo problema de distancias con expresiones funcionales muy sencillas 
que permite resolver gráficamente un sistema de ecuaciones que podría llegar a resultar 
complicado para los estudiantes de esta edad. 
Finalmente, antes de comenzar con las actividades el libro añade un esquema de lo 
estudiado en toda la lección. En ella aparecen todos los conceptos estudiados salvo las 
funciones definidas a trozos.  
En la parte I de este mismo trabajo, se ha nombrado la escasez de problemas y 
cuestiones en comparación con el número de ejercicios. Veamos exactamente en qué 
proporción se encuentran en nuestro tema en cuestión (Tabla 27). 
 
Tabla 27. Distribución actividades tema 10 (Vizmanos, 2008) 
Tema 10 Número Porcentaje 
Ejercicios 60 68,2 % 
Problemas 12 13,6 % 
Cuestiones 16 18,2 % 
Total           88 
 
Nos gustaría hacer un breve comentario sobre las imágenes del libro. Para ello, 
añadimos en la Tabla 28 todas las imágenes que no corresponden a gráficas de 
funciones. 
Principalmente, las imágenes están relacionadas con algunos de los problemas 
presentados en la lección. Sin embargo, 3 de 8 no añaden ninguna información y se 
vuelven meros objetos decorativos del libro. Incluso algunas imágenes, como la 3 o la 5, 
pueden aumentar la dificultad del problema o desorientar al alumnado. 
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Tabla 28. Imágenes del tema 10 (Vizmanos, 2008, págs. 172-189) 
 
Imagen 1 
 
Imagen 2 
 
Imagen 3 
 
Imagen 4 
 
Imagen 5 
 
Imagen 6 
 
Imagen 7 
 
Imagen 8 
• Imagen 1: Está asociada a un problema contextualizado en la clase sobre gusanos de seda. 
Sin embargo, el dibujo es innecesario ya que no añade ninguna información extra. 
• Imagen 2: Este dibujo introduce de una imagen visual de la metáfora de función como máquina 
(entra un valor y sale otro). Asimismo, ayuda a la comprensión de la composición de funciones 
como aplicar primero una función y después la otra. 
• Imagen 3: La imagen busca un ejemplo “real” de función a trozos vista gráficamente. Sin 
embargo, no parece que aclare mucho la situación. 
• Imagen 4: Asociado a un problema ayuda a la correcta comprensión del enunciado del mismo 
• Imagen 5: Aparecen un esbozo de las dos gráficas de las funciones del problema. Podrían ser 
un buen apoyo para el alumnado, pero el hecho de que estén como dos gráficas diferentes, 
puede llevar al alumnado a dibujarlas también por separado, lo que complica la comparación de 
ambas. 
• Imagen 6: Asociado a un problema no añade ninguna información. 
• Imagen 7: Asociado a un problema, no añade ninguna información. 
• Imagen 8: Asociado a un problema. En vez de enunciar la situación, explica cómo se comporta 
mediante un dibujo. 
 
En el “mural de las matemáticas” de este tema aparece un contenido que titula 
“amor matemático”(Figura 18) que resulta un poco extravagante si se tiene en cuenta la 
crítica edad del alumnado.  
 
Figura 18. Mural de las matemáticas, libro (Vizmanos, 2008, pág. 189) 
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5.2.2. Análisis global de la Unidad Didáctica 11: Límites de funciones. Continuidad 
 
Este nuevo tema contiene 6 apartados de contenidos: tendencia de una función, 
concepto de límite de una función, propiedades de los límites y expresiones 
indeterminadas, cálculo de límites, continuidad y discontinuidad. 
Añadimos un último contenido, asíntotas, que en el libro se encuentra en la lección 
siguiente, pero que consideraremos como de esta lección por ser el único concepto del 
tema 12 del libro (Vizmanos, 2008, págs. 210-211) introducido en el aula durante las 
prácticas. 
El primer contenido, pretende dar una idea intuitiva del nuevo concepto que se va a 
introducir: los límites. Además, se aprovecha de los límites para concienciar al 
alumnado sobre qué pasará en el futuro en algunas situaciones reales preocupantes. Así, 
introduce tanto el declive del lagarto gigante en España como la comparación de tasas 
de mortalidad infantil entre Sudán y España. 
Centrándonos ya en los contenidos matemáticos, la primera página intenta calcular 
los primeros límites mediante una tabla de valores que cada vez se acerque más al valor 
pedido. Así, compara como varía el valor de la función cuando x se acerca cada vez más 
al punto. 
El valor  de la función en un punto x, no influye en el valor del límite en ese punto. 
Sin embargo, los autores del libro lo introducen en la tabla de valores (Figura 19).  
 
Figura 19. Límite en 1, libro (Vizmanos, 2008, pág. 191) 
 
De hecho, llega a resultar una falta de absoluto rigor matemático cuando introduce 
el infinito en esas tablas (Figura 20). 
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Figura 20. Comportamiento asintótico, libro (Vizmanos, 2008, pág. 191) 
 
Dejando aparte la tabla de valores, los puntos escogidos de la función son: un punto 
del dominio (x=1) donde existe límite, otro que queda fuera del dominio (x=3) y el 
comportamiento asintótico de la función. Además, el límite en 3 va a crear la necesidad 
de definir los límites laterales puesto que por la izquierda o por la derecha del 3 salen de 
signos opuestos (Figura 21). 
 
Figura 21. Límite en 3, libro (Vizmanos, 2008, pág. 191) 
 
En el siguiente apartado, aprovechando los límites se introduce la notación de 
límites y una definición un poco más rigurosa. Sin embargo, intenta dar una definición 
que englobe tanto al límite global como al límite lateral con lo que se presentan de 
forma inconexa. ¿Qué relación hay entre los límites laterales en x=a y el límite en ese 
mismo punto?, ¿cuándo es necesario hallar los límites laterales y cuándo no?, ¿qué 
ocurre si me pide un límite en x=a y salen distintos límites laterales para ese punto?, 
¿cuándo se dice que existe límite en x=a? Estas y otras muchas cuestiones quedan sin 
respuesta, cuando se dispone de los medios. 
La definición de la Figura 22 nombra, “x se acerca a x0”, pero, ¿qué quiere decir el 
libro con ello? Para responder a esta pregunta, el libro obliga a ir al margen donde 
explica que “x puede tomar cualquier valor tan próximo a x0 como se desee, sin llegar a 
tomar el valor x0”. En ese mismo margen, adjunto en la Figura 23, se explica, que para 
el límite en x=a el valor de f(a) no interviene lo que contradice el hecho de introducirlo 
en la tabla de valores. 
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Figura 22. Definición límite, libro (Vizmanos, 2008, pág. 192) 
 
 
Figura 23. Margen límites, libro (Vizmanos, 2008, pág. 192) 
 
Además, sólo en el ejemplo aparece lo que significa a− y a+ (como aproximarse por 
la izquierda y derecha respectivamente), sin explicar realmente que significa la 
izquierda o la derecha del número. Igualmente, podría ser adecuado introducir un valor 
de a negativo para evitar una asociación inadecuada de izquierda y derecha de a. 
No es hasta el siguiente apartado del libro (Figura 24) donde se presentan algunas 
respuestas a las preguntas que hemos formulado anteriormente sobre límites y límites 
laterales.  
 
Figura 24. Propiedades límites, libro (Vizmanos, 2008, pág. 193) 
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El cálculo del límite de una función continua en un punto de su dominio, a, se 
reduce a calcular la imagen de dicho punto, f(a). Esta idea, aparece en el libro en el 
margen de la página de propiedades (Figura 25). Sin embargo, en ningún momento se 
nombra que se esté trabajando únicamente con funciones continuas, por lo que el 
comentario resulta confuso tras el estudio de límites introducido hasta ese momento. 
Incluso, si se comparan las Figuras 23 y 25, ambos comentarios resultan completamente 
contradictorios. 
 
Figura 25. Margen indeterminaciones, libro (Vizmanos, 2008, pág. 193) 
 
El libro prosigue el estudio con las indeterminaciones y cálculo de algunos límites 
en los casos de indeterminaciones más sencillas. 
Así, se explica cómo resolver de forma general los límites de funciones racionales 
con indeterminaciones 

, 

, 

 (Figura 26). 
 
Figura 26. Cálculo límite, libro (Vizmanos, 2008, pág. 194) 
 
En la Figura 26, se ha adjuntado el procedimiento de cálculo de límites de 
indeterminaciones 

, porque el libro aclara que si la función tiene ambos límites 
laterales del mismo signo, se dice que tiene límite. Vuelve a considerar (igual que en la 
Figura 20) que el infinito es un punto. Sin embargo, se vuelve una transposición 
didáctica innecesaria que podría culminar en una mayor dificultad en cursos superiores. 
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Para el cálculo de límites ∞-∞ se utiliza un ejemplo particular con dos funciones 
racionales con la idea de generalizar el proceso. Vuelve a crearse una ilusión de la 
transparencia donde el ejemplo pretende ser representativo de las posibles situaciones 
pero que no siempre se generaliza. 
Finalmente, realiza un ejemplo de una función con indeterminación 1 por 
aproximación al número e. (Figura 27) Este proceso, se resume en el recuadro amarillo 
pero añade también una regla de cálculo general. 
 
Figura 27. Límites 1∞,, libro (Vizmanos, 2008, pág. 195) 
El siguiente apartado de contenidos explica la continuidad de funciones 
aprovechándose del estudio de la continuidad gráfica realizado el año 
anterior (Figura 28). 
 
Figura 28. Continuidad, libro (Vizmanos, 2008, pág. 194) 
 
A la vista de varias gráficas de funciones continuas y discontinuas en determinados 
puntos, se realiza un estudio para ver qué es lo que le ocurre a la función en términos 
analíticos. Así, se deduce la definición de continuidad en un punto a partir de estos 
ejemplos y de lo que el alumnado ya conoce. 
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El último apartado del tema del libro lo dedica a la clasificación de 
discontinuidades. Este lo realiza igual que en la continuidad analizando ciertas gráficas.  
En el ejercicio resuelto sobre continuidad de la Figura 29 se vuelve a añadir la 
representación gráfica de funciones. Igual que ocurría antes, esta resulta un buen medio 
de control, pero como el alumnado sabe resolver el ejercicio gráficamente desde cursos 
anteriores es posible que realice el ejercicio a la vista de la gráfica, sin practicar los 
nuevos procedimientos explicados durante este curso. 
Figura 29. Ejercicio continuidad libro (Vizmanos, 2008, pág. 195) 
 
Las asíntotas aparecen en el libro en otro tema porque sólo se estudian para 
funciones racionales. Estas se introducen con la definición de la Figura 30. 
 
Figura 30. Asíntota, libro (Vizmanos, 2008, págs. 210-211) 
 
Esta definición evita la propiedad en acto más extendida en el lenguaje común: 
“recta a la que se acerca mucho la función sin llegar nunca a tocarla”. Esta propiedad 
en acto sería eficaz en el universo de funciones racionales del libro de texto, pero no 
consideraría asíntotas en funciones como la de la Figura 31.  
 
Figura 31. Gráfica con asíntota horizontal que llega a tocarla en infinitos puntos 
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La idea de “parte ilimitada de la función” puede resultar compleja desde el punto 
de vista del alumnado. Además, no se utiliza ningún tipo de mecanismo para indicar, en 
las gráficas de las funciones, que la función continua. 
En el apartado de resolución de problemas reales se presenta el estudio de una 
función (Figura 32) dada por la ecuación logística. La resolución se realiza a través una 
tabla de valores debido a su complicada fórmula algebraica que no permite un manejo 
analítico. Además, en los ejercicios de la misma hoja se pide interpretar también las 
diferencias con el problema al introducir pequeño cambios (Figura 33). 
 
Figura 32. Problema libro (Vizmanos, 2008, pág. 198) 
 
 
Figura 33. Ejercicios libro (Vizmanos, 2008, pág. 198) 
 
También se va a repetir el estudio del porcentaje de ejercicios, problemas y 
cuestiones en las actividades del tema (Tabla 29). 
 
Tabla 29. Distribución actividades tema 11 (Vizmanos, 2008, pág. 190-205) 
Tema 11 Número Porcentaje 
Ejercicios 53 75,7 % 
Problemas 11 15,7 % 
Cuestiones 6 8,6% 
Total 
        70 
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En la sección anterior se ha realizado un estudio de las imágenes del tema 10 del 
libro (Vizmanos, 2008). Repetimos en la Tabla 30 ese estudio con las imágenes del 
tema 11.  
En este caso, aparecen dos fotos de autores cuyas aportaciones al estudio de límites 
y la continuidad resultaron importantes y 3 imágenes asociadas a problemas que no 
ayudan a la comprensión del mismo. La última imagen, aunque no aporta información 
relevante al problema, sería algo más adecuada ya que es probable que no se conozca 
qué es el bivalvo y la imagen ayuda a hacerse una idea. 
 
Tabla 30. Imágenes del tema 11 del libro (Vizmanos, 2008, págs. 190-205) 
 
Imagen 1 
 
Imagen 2 
 
Imagen 3 
 
Imagen 4 
 
Imagen 5 
 
Imagen 6 
 
• Imagen 1: Retrato de Jean Le Rond d’Alembert.  
• Imagen 2: Foto de Richard Feynman. 
• Imagen 3: Asociado a un problema no añade ninguna información. 
• Imagen 4: Asociado a un problema no añade ninguna información. 
• Imagen 5: Asociado a un problema no añade ninguna información. 
• Imagen 6: Asociado a un problema de poblaciones de bivalvos, añade 
una imagen de un bivalvo. 
 
En todas las funciones de ambos temas que aparecen como ejemplo en el libro se 
presupone dominio máximo, por lo que se identifican las funciones con su fórmula 
algebraica. Sin embargo, esta identificación podría ser fuente de errores en otros cursos 
o situaciones. 
En resumen, a pesar del gran esfuerzo que se hace al redactar los libros, en ellos se 
pueden encontrar tanto conceptos explicados adecuadamente como otros que pueden 
crear confusión. Además, dependiendo del grupo de alumnos, la respuesta ante una 
misma explicación es diferente. Así, es tarea del profesor, decidir qué conceptos va a 
seguir literalmente del libro y buscar nuevas vías más adecuadas para otros.  
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Capítulo 6 
Dificultades y errores previsibles en el aprendizaje de la unidad 
didáctica 
 
La intención de este capítulo es realizar un estudio a priori de las posibles 
dificultades y errores en el aprendizaje de las funciones y gráficas en 4º ESO Opción B. 
Los comportamientos observados podrán entonces ser clasificados en dos grandes 
grupos: esperados o previsibles y contingentes, es decir, específicos del proceso 
concreto observado. 
 
6.1 Dificultades previsibles en el aprendizaje de la unidad didáctica 
 
Este primer apartado del capítulo, pretende señalar posibles dificultades del 
alumnado, destacando los contenidos de este curso que el docente podría hacer surgir en 
el aula como una necesidad y no como meras técnicas de cálculo. 
Por ejemplo, en 3º ESO se realiza un estudio bastante profundo de las gráficas de 
funciones. Así, el alumnado que llega a este curso, conoce ya casi todas las propiedades 
de funciones que se estudian en el libro: crecimiento y decrecimiento, máximos y 
mínimos, simetrías, periodicidad, etc. Sin embargo, si la función no viene dada 
gráficamente, o es muy sencilla (de tal manera que puedan representarla), no tienen 
recursos suficientes para estudiar sus propiedades. ¿Cómo pueden estudiar las funciones 
polinómicas de grado 3, por ejemplo, f(x)=x3-14x2-9x+8? ¿Y una función racional, como 
f(x)


? 
El límite es un concepto muy complejo y que creará muchas dificultades en el aula. 
Sin embargo, como el dominio de las funciones ya se ha estudiado, mediante una 
función de dominio no acotado, el profesor podrá introducir el estudio de los límites en 
el infinito, logrando ver su utilidad desde el inicio de la institucionalización. Así, podría 
plantear al alumnado preguntas del estilo ¿cómo se puede controlar el comportamiento 
de la función cuyo dominio no está acotado?, ¿es necesario conocer el valor de cada 
punto del dominio? (¿es posible conocer el valor en cada punto del dominio?). 
Análogamente, estudiando el dominio de una función racional como f(x)= 
 
 cuyo 
dominio es ℝ\{3}, el docente puede hacer surgir la necesidad de límite lateral . 
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6.2. Errores previsibles en el aprendizaje de la unidad didáctica y su posible origen 
 
En esta segunda sección del capítulo se pretenden destacar algunos de los errores 
esperables del alumnado a la hora de resolver las actividades. También, en la medida de 
lo posible se intentará buscar su origen. 
Los primeros errores esperables de este tema, aparecerían en el dominio de las 
funciones. Por un lado, en funciones racionales el alumnado necesita resolver 
ecuaciones (y podrían aparecer ecuaciones de grado mayor que dos que exijan otros 
métodos de resolución como la Regla de Ruffini o métodos numéricos). Por otro lado, 
funciones con raíces cuadradas, necesitan resolver inecuaciones que aparecen por 
primera vez durante este curso, y es probable, que aun no se dominen las técnicas de 
resolución. 
También podría resultar complejo para el alumnado de esta edad comprender 
correctamente el concepto de función creciente en un intervalo ya que no basta con 
comprobar la tasa de variación con los extremos del intervalo. Hay que cotejar con 
todos los valores pertenecientes al interior del intervalo (que son infinitos), luego, para 
una correcta utilización de la definición, se debería trabajar algebraicamente lo que 
conlleva una gran dificultad. 
En cuanto a errores propiamente de las funciones, los máximos y mínimos pueden 
resultar complejos, ya que se necesita diferenciar la abscisa de la ordenada. El máximo 
o mínimo de la función, se alcanza en x=a pero el valor del máximo o mínimo es f (a). 
Además, es habitual la confusión máximo (mínimo) absoluto con el mayor (menor) de 
los máximos (mínimos). 
En la técnica de cálculo de las simetrías se vuelve imprescindible un buen control 
del álgebra (pues es necesario realizar cálculos algebraicos para poder después 
comparar expresiones). Sin embargo, el manejo del álgebra hasta ahora adquirido podría 
ser insuficiente. 
Las operaciones de funciones, como la suma, producto y cociente, posiblemente no 
resulten excesivamente complicadas y, en caso de haber algún error, podría deberse al 
cálculo. Sin embargo, la composición y cálculo de funciones inversas conllevan una 
comprensión de las funciones mucho más compleja y otra vez, un control del álgebra 
mucho más profundo. 
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Para el cálculo de límites vuelve a ser ineludible manipular correctamente las 
expresiones algebraicas. Asimismo, para el caso particular de límites del tipo 

 se 
necesita de nuevo la resolución de ecuaciones. 
Por último, la noción de asíntota parece demasiado compleja para una comprensión 
real de ellas, salvo como un mero mecanismo de cálculo, o la idea intuitiva 
gráficamente, pero nunca comparando con otras formas de tendencia, como la rama 
parabólica. 
Otra noción muy compleja y que ya se ha nombrado en la parte I del trabajo es el 
valor absoluto (Wilhelmi M., Godino J.D. & Lacasta, E. 2007). Además, en 4º ESO 
Opción B se introduce por primera vez el valor absoluto como función definida trozos 
luego es posible que aparezcan valores negativos de la función valor absoluto. 
En resumen, la mayoría de los errores tendrán su origen en un manejo insuficiente 
del álgebra y, por supuesto, fallos de cálculo de todo tipo. Conceptualmente, cualquier 
noción que implique ∀x resultará compleja, porque no se llega a comprender la 
amplitud del concepto. Por otro lado la composición, la función inversa y las asíntotas 
podrían ser difíciles de asimilar. 
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Capítulo 7 
El proceso de estudio 
 
Este capítulo pretende, como su propio título sugiere, plantear un proceso de 
estudio del tema de funciones y gráficas. Se divide en cuatro secciones: distribución del 
tiempo de clase (7.1), actividades adicionales planificadas (7.2), trabajo autónomo del 
alumnado (7.3) y modificaciones durante la experimentación (7.4). 
El tema de funciones y gráficas en 4º ESO Opción B es muy extenso y sería 
prácticamente imposible impartirlo de forma adecuada en su totalidad. Por ello, los 
profesores responsables de la docencia de estos cursos en el centro donde se realizó la 
experimentación tienen un esquema planteado de los aspectos más importantes que 
quieren llevar al aula. 
Esta hoja, se encuentra adjunta en el Anexo 1 (apartado A) por lo que aquí sólo se 
presenta un pequeño resumen de los aspectos que más influyen en los dos temas 
analizados. 
1) Los conceptos de función, dominio, recorrido, máximos y mínimos, acotación, 
periodicidad y simetrías se estudian de forma algebraica como aparece en el libro.  
2) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, también se ven algebraicamente, 
pero no con la tasa de variación.  
3) Límites, continuidad y asíntotas se estudian sólo gráficamente. 
Las operaciones de funciones y las discontinuidades que se aparecen también en el 
libro se dejan para cursos posteriores. Asimismo, en la hoja del Anexo 1 aparecen las 
funciones exponenciales y logarítmicas que pertenecen a otro tema del libro y han 
quedado fuera del estudio de este trabajo. 
Una vez destacados los conceptos más importantes que queremos dar en el aula 
veamos cómo se pueden llevar estos a la clase. 
 
7.1 Distribución del tiempo de clase 
 
La Tabla 31 pretende resumir el tiempo dedicado a cada uno de los contenidos que 
se van a institucionalizar en el aula: 
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Tabla 31. Distribución de los contenidos y planteamiento de la docencia 
 Tipo Tiempo Responsable Tipo docencia 
1 
Definición de función, dominio, 
recorrido y funciones definidas a trozos 2 horas Profesor Magistral 
2 
Ejercicios individuales del punto 1 y de 
repaso de funciones lineales y 
cuadráticas (del año anterior) 
3 horas Alumno 
Estudio 
autónomo 
asistido 
3 Dudas generales de los ejercicios del punto 2. 1-2 horas Compartida Dialógica 
4 
Introducción de 
crecimiento/decrecimiento, 
máximos/mínimos y acotación 
1 hora Profesor Magistral 
5 Simetría y periodicidad 1 hora Compartida Constructivista 
6 
Ejercicios de todo lo aprendido en el 
tema 10 del libro de referencia (puntos 
1,4 y 5) 
3 horas Alumno 
Estudio 
autónomo 
asistido 
7 Límites y asíntotas 1 hora Compartida Dialógica 
8 Continuidad 15 minutos Profesor Dialógica 
9 Ejercicios puntos 8 y 9. 4 horas Alumno Estudio por parejas asistido 
10 Examen 1 hora Alumno  
 
Los dominios de funciones (punto 1 de la Tabla 31) se introducen de forma 
magistral a partir de unos ejemplos, haciendo un resumen de las condiciones de cada 
uno de los tipos de funciones. 
La primera actividad programada para este trabajo se refiere al punto 4, en la 
introducción del crecimiento/decrecimiento, extremos (máximos y mínimos) y 
acotación. En esa clase magistral, se introducen los conceptos a partir de una gráfica de 
temperaturas del día anterior, con la que se pretende mostrar al alumnado tanto la 
utilidad como la necesidad de estos conceptos. 
Para la simetría y periodicidad se programa una actividad adicional centrada en 
GeoGebra que se explica con mayor profundidad en el segundo apartado de este 
capítulo. Los alumnos deben realizar la actividad a priori y, por parejas, y, tras su 
ejecución se institucionaliza el concepto de funciones simétricas y periódicas. 
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Asimismo, al querer trabajar sólo gráficamente los límites, las asíntotas y la 
continuidad, los contenidos del libro no se ajustan, por lo que se seleccionan ciertas 
gráficas de funciones que se proyectan en GeoGebra. A la vista de las gráficas, una serie 
de cuestiones planteadas al alumnado junto con sus repuestas pretenden ir introduciendo 
los conceptos. 
 
7.2 Ejercicios, problemas, cuestiones adicionales planificadas 
 
En el apartado anterior se nombran ya las actividades adicionales planificadas que 
se centraron en GeoGebra (GGB). 
La primera, dedicada a las funciones simétricas y periódicas consta de tres gráficas, 
dibujadas mediante GeoGebra, con un punto móvil del cual se indican su abscisa y su 
ordenada (Figura 34). El alumnado, en parejas, debe arrastrar ese punto, para poder 
rellenar la tabla de la ficha (Figura 34). También, se debe comparar la escala del fichero 
de GeoGebra con el adjunto en la ficha. Finalmente, una última pregunta pretende 
hacerles reflexionar sobre las tablas y la gráfica. Como ejemplo, se adjunta en la 
Figura 34, una reducción de los archivos correspondientes a la función par y se dejan 
para el Anexo 1 (apartado C) la función impar y periódica. 
 
 
Figura 34. Esbozo actividad adicional con GGB 
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La introducción del límite funcional y el estudio de la continuidad de funciones se 
apoyan en la representación gráfica. Así, el libro de texto (Vizmanos, 2008) descrito en 
el capítulo 5, que tiene una orientación más analítica, precisa la elaboración de 
materiales adicionales que centren el estudio de las funciones en el GCF.  
El empleo de GeoGebra en la actividad de límites ya no es propiamente de los 
alumnos como ocurre con la actividad anterior, sino como una herramienta dinámica 
que el docente utiliza para proyectar y resaltar aquellos aspectos más importantes en 
cada momento. 
Así, se crean varias gráficas en GeoGebra, similares a la Figura 35, que abarcaran 
varias situaciones diferentes. La proyección de estos applets diseñados ad hoc se 
utilizan en una organización dialógica del proceso de enseñanza y aprendizaje de los 
tópicos funcionales (límites, continuidad y asíntotas). 
 
Figura 35. Ejemplo gráfica explicación límites GeoGebra 
 
Aparte de estas actividades programadas para una mejor asimilación de la teoría, se 
construyen dos hojas con ejercicios acordes a lo explicado en el aula.  
La primera hoja con ejercicios de repaso del año anterior y de dominios de 
funciones (punto 2 de la Tabla 31) se encuentra adjunta en el Anexo I apartado B.  
La segunda hoja, con funciones representadas gráficamente en la que se pide hallar 
límites, asíntotas y continuidad (punto 9 de la Tabla 31) se adjunta en el Anexo I 
apartado D.  
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Las Figuras 36 y 37 dan un ejemplo del tipo de ejercicios que se encuentras en las 
hojas. 
 
Figura 36: Ejemplo ejercicios hoja de repaso 
 
 
Figura 37. Ejercicio hoja de límites gráficos 
 
7.3 La tarea: actividad autónoma de los alumnos prevista 
 
Si se mira la tabla de distribución de las horas de clase (Tabla 31), aparecen varias 
horas dedicadas únicamente a estudio autónomo asistido consistente en que el alumnado 
organice su tiempo y empiece a hacer los ejercicios en clase, mientras el docente se pasa 
por las mesas resolviendo dudas. La mayoría de las veces, no dará tiempo a terminar 
todos los ejercicios marcados, por lo que el resto se queda como ejercicio autónomo de 
los alumnos que deben realizar fuera de las horas de clase. La Tabla 32, resume toda la 
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tarea autónoma que se prevé que necesitará el alumnado para realizar todas las 
actividades demandadas, (incluyendo las horas de trabajo autónomo del aula). 
 
Tabla 32. Tarea autónoma del alumnado 
Tipo Tiempo 
Estimado 
Relación con el proceso de enseñanza-
aprendizaje 
Ejercicios individuales del 
dominio y de repaso de 
funciones lineales y 
cuadráticas (Anexo I, 
aparado D) 
5 horas Aplicación de la teoría de dominios y 
recorridos de funciones y repaso de 
funciones lineales y cuadráticas estudiadas el 
año anterior 
Ejercicios hojas de teoría del 
libro de crecimiento y 
extremos tras exposición 
teórica en el aula. 


 hora 
Consolidación teoría de crecimiento y 
decrecimiento, máximos, mínimos.  
Actividad adicional 
planificado sobre simetrías y 
periodicidad (por parejas) 


  hora 
Preparación para la institucionalización de los 
conceptos de simetría y periodicidad. 
Ejercicios periodicidad y 
acotación del libro de 
referencia 
1 hora Consolidación de teoría de acotación y 
periodicidad 
Ejercicios y problemas 
seleccionados tema 10 del 
libro de referencia 
7 horas Aplicación de los conceptos estudiados 
durante todo el tema. Refuerzo por la gran 
cantidad de ejercicios. 
Ejercicios en la hoja de teoría 
de límites 


 hora 
Consolidación concepto de límite. Cálculo de 
límites sencillos. 
Ejercicios límites gráficos 
(Anexo 1, apartado D) 
5 horas Aplicación de los conceptos de límite, 
continuidad y asíntotas. Refuerzo de todo lo 
aprendido. 
 
Las actividades autónomas estimadas en media hora de tiempo, pretenden trabajar 
los conceptos institucionalizados durante la hora anterior de clase, para conseguir que 
afloren las dudas afianzando los conceptos. 
Por otro lado, en la hoja del Anexo 1, donde se les entregó a los alumnos los 
conceptos qué se iban a trabajar, aparecen también las actividades que se quería que 
realizaran sobre el tema 10 de funciones del libro de referencia (Vizmanos, 2008) así 
como sus soluciones. 
Del resto de los ejercicios de consolidación (los de repaso y los de límites gráficos) 
no se entregaron soluciones. 
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7.4 Modificaciones durante la experimentación 
 
Muchas veces, una actividad planeada no tiene los resultados esperados y algunos 
factores, que no se pueden controlar, modifican la actividad programada. 
Durante la ejecución del punto 6 de la Tabla 31, (trabajo autónomo del tema 10 del 
libro (Vizmanos, 2008)), se decidió programar un examen sin avisar al alumnado que se 
analizará en el siguiente capítulo y que se encuentra adjunto en el Anexo I (apartado E) 
y reducido en la Figura 38. 
A pesar de que el alumnado salió contento del examen, los resultados no fueron 
como ellos esperaban. En la siguiente clase, se entregaron las calificaciones y se 
explicaron los errores más significativos, antes de explicar los límites y asíntotas.  
Al terminar la corrección, quedaban 20 minutos de clase y se comenzó la actividad 
planificada sobre límites. Recordamos aquí, que se había programado una clase 
dialógica donde los alumnos fueran respondiendo a distintos obstáculos que se les 
planteaban, a la vista de la gráfica de ciertas funciones. Sin embargo, debido a los 
resultados del examen, el estado emocional del alumnado no era el adecuado por lo que 
resultó más bien de tipo mayéutica. Así, se iban planteando las preguntas y, 
gradualmente, el propio docente iba presentando las respuestas. 
Para asegurarse de que el alumnado aprovechaba las horas de clase que se dejaban 
para trabajar el punto 9, se apuntó en una tabla, el número de ejercicios resueltos por 
cada pareja al finalizar la hora de clase. Esta tabla se adjunta en el Anexo I (apartado F) 
y nos permitirá, más adelante, reflexionar sobre la velocidad de resolución de ejercicios. 
Al finalizar toda la actividad, apenas había pasado una semana del examen; así, se 
decidió intercambiar el examen final, por un ejercicio de las hojas que debían entregar 
para su corrección. 
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Capítulo 8 
Experimentación 
 
En este último capítulo del trabajo, se pretende analizar los resultados de la 
experimentación llevada al aula y, en la medida de lo posible, sacar las conclusiones que 
nos permite el estudio en un grupo tan reducido. 
 
8.1 Muestra y diseño de la experimentación 
 
La experimentación fue llevada a cabo en un aula de 4º ESO Opción B de un centro 
concertado de Pamplona. Para este grupo, formado por 19 alumnos, se diseñó el proceso 
de estudio explicado en el capítulo 7 y que se llevó al aula sin pretest (sin prueba previa 
de diagnóstico). 
Además de las respuestas de nuestro grupo experimental en las actividades 
programadas, poseemos respuestas del examen de otro grupo del centro, grupo de 
control, formado por 23 alumnos que no recibieron el tratamiento pero en el que se 
introdujeron los mismos conceptos. 
Las fases de la experimentación se añaden en la Figura 38. XE1 y XE2 son fases 
consecutivas de enseñanza-aprendizaje del grupo experimental de las nociones de 
propiedades de funciones (XE1), y límites y asíntotas (XE2). Las OE1 y OE3 corresponden 
a observaciones sobre actividades sólo realizadas en el grupo experimental. Mientras 
que OE2 y OC2 son los resultados del examen, tanto del grupo experimental, como del 
grupo de control. 
 
Figura 38. Esquema de las fases de la experimentación 
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El número de respuestas de cada actividad no es muy elevado, por lo que nos 
limitaremos a una estadística descriptiva de estos. Siempre que se pueda, se diferenciará 
las respuestas del grupo experimental de los del grupo de control, pero se añade el 
recuento con el total de respuestas. También, en algunos casos, se realiza un estudio 
cualitativo con imágenes de las respuestas de ciertos alumnos. 
 
8.2 Realización y posibles errores de los cuestionarios 
 
En este apartado, por un lado, se adjuntan los cuestionarios realizados en el 
aula (8.2.1) y por otro, se relacionan sus ejercicios con los errores esperables del 
apartado 6.2 (8.2.2). 
 
8.2.1. Cuestionarios realizados 
 
El primer cuestionario con repuestas del alumnado, corresponde a las fichas de 
GeoGebra de la actividad de simetrías y periodicidad que se realizó únicamente en el 
grupo experimental. 
El siguiente cuestionario, se corresponde con el examen de los contenidos del tema 
10 del libro (Vizmanos, 2008). Este contiene, como se puede ver a tamaño reducido en 
la Figura 39, un ejercicio de dominios con tres apartados (polinomio, racional y radical), 
un ejercicio de ver las propiedades gráficas de una función, un ejercicio sobre simetrías 
que hay que hallar algebraicamente y dos ejercicios de representación de funciones 
definidas a trozos (una con una parábola y una recta y la otra un valor absoluto de una 
función lineal). 
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Figura 39. Examen interpretación y representación gráfica 
 
Como ya se había realizado un examen, tras el estudio de límites, continuidad y 
asíntotas ya no se iba a realizar ningún test, por lo que se pidió que se entregara uno de 
los ejercicios finales de las hojas. En él se pedían todas las propiedades de la función a 
la vista de su gráfica (que aparece adjunta en la Figura 40). 
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Figura 40. Ejercicio hoja de límites 
 
8.2.2 Errores esperables en los cuestionarios 
 
En general, los cuestionarios contienen varios de los errores esperables que se 
nombran en el apartado 6.2.y que se pretenden destacar en esta sección, así como otro 
tipo de consideraciones que pueden ayudar al análisis de resultados que se realizará más 
adelante.  
Por un lado, en el ejercicio de GeoGebra se decidió dejar la última pregunta abierta 
esperando que compararan qué ocurría a la función y a la tabla de valores. Sin embargo, 
la mayoría de los alumnos empezaron a hablar del crecimiento y decrecimiento, 
máximos y mínimos ya que fue lo institucionalizado el día anterior.  
En el examen, se espera que los alumnos aborden algebraicamente los ejercicios 1 y 
3, de dominios y simetrías., aunque en la simetría podrían intentar otros métodos de 
resolución como el gráfico o la tabla de valores. También se espera que en las 
representaciones gráficas se calcule el vértice de la parábola y, en el valor absoluto, se 
determine primero la función a trozos. 
A lo largo del examen aparecen todo tipo de ecuaciones de segundo grado 
(completas e incompletas) para comparar su manejo. El resto de los posibles fallos del 
examen,  se adjuntan en la Tabla 33. 
Finalmente, los errores esperables del ejercicio de la hoja de límites y continuidad 
serían clasificar el mínimo como mínimo absoluto, y debido a que el recorrido de la 
función es ℝ \ [-1,0), pensar que la función está acotada. 
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Tabla 33. Tarea autónoma del alumnado 
Posibles dificultades del examen 
Ejercicio 1: Se pide el dominio de tres funciones. Posibles fallos podrían ser resolver mal la 
inecuación y eliminar del dominio de la función racional los valores que anulan el numerador. 
También consideramos un fallo importante la falta de rigor en la notación matemática, ya que 
se ha exigido constantemente durante la resolución de ejercicios de dominios en el aula. 
Ejercicio 2: Análisis de las propiedades de la función a la vista de su gráfica.  
a) Confundir en los intervalos de crecimiento y decrecimiento el dominio con la imagen (por 
ejemplo, decir que decrece de (-2; 1,5) en vez de (-2,0) ) 
b) Confundir el mínimo relativo con el absoluto 
c) No ver que la cota es 0 (confundirla con 1,5 que es el mínimo relativo). 
d) En la definición de simetrías dejarse la condición para todo x. 
Ejercicio 3: 
a) No hay error remarcable 
b)  Pensar que siempre tiene que haber simetría. 
c) No ser capaces de comparar correctamente las funciones por ser una fracción con 
denominador negativo. 
En general, hay dos funciones impares y otra que no es nada. Se pueden equivocar pensando 
que alguna tiene que ser par. 
Ejercicio 4: En el cambio de nombre confundir el punto relleno y el punto abierto. Hallar la 
parábola simplemente por puntos cuando se exige hallar el vértice y los cortes con los ejes 
Ejercicio 5: No generalizar bien la definición de valor absoluto y que el vértice se quede en el 
0. Que les salgan valores negativos. 
 
8.3 Resultados 
 
Para analizar las respuestas obtenidas en la clase, tenemos a nuestro alcance los 
ejercicios de la actividad de GeoGebra y la actividad final nombrada arriba. Asimismo, 
poseemos los resultados de los exámenes, no sólo de la clase en cuestión sino de ambos 
grupos del centro. 
Antes de comentar las respuestas, se determina la velocidad de resolución de los 
ejercicios del grupo experimental que se encuentra en el Anexo 1 apartado F. para ver la 
homogeneidad, ya que, si el grupo funciona de forma homogénea, la intervención 
pedagógica resulta más sencilla. 
Tras el primer día, parece que el ritmo de los estudiantes es distinto, puesto que, 
mientras algunas parejas han realizado 5 ejercicios, otras apenas han logrado resolver 2. 
Sin embargo, el 2º día parece que esa disparidad se reduce, e incluso el último día todos 
los alumnos han terminado y no tienen ninguna duda. 
Las primeras respuestas que obtenemos corresponden al ejercicio de GeoGebra. 
Recordemos, que la pregunta de las hojas de simetrías es un poco abierta, lo que da 
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lugar a una gran variedad de respuestas. La Tabla 34, pretende resumir el número de 
parejas, de un total de 10, que comentaron cada propiedad en cada una de las fichas.  
Tabla 34. Respuestas del ejercicio de GeoGebra 
Resultados Crecimiento/ Decrecimiento 
Máximos/ 
Mínimos Acotación Simetría 
Parábola 
(simetría par) 7 7 3 9 
Polinomio 
(simetría impar) 7 8 1 6 
 
En la Tabla 34 se muestra que en la ficha de simetría par, 7 parejas hablan del 
crecimiento y decrecimiento. Sin embargo, hay 3 que confunden la abscisa con la 
ordenada como en la Figura 41. 
 
 
Figura 41. Respuesta incorrecta sobre crecimiento y decrecimiento 
 
Recordemos que, en un principio, un error esperable, cuando hay varios máximos 
(mínimos) relativos, es identificar el máximo (mínimo) absoluto con el mayor máximo 
(menor mínimo) de los relativos, sin atender a si la función es o no acotada. 
Efectivamente, de las 8 parejas que hablan de los extremos en la función impar, 4 los 
confunden (Figura 42). 
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Figura 42. Respuesta incorrecta sobre máximos y mínimos 
 
Del ejercicio de periodicidad todas las parejas contestaron correctamente el valor de 
la función, pero sólo 5 concluyeron correctamente que la función era periódica.  
Otras 2 parejas, a pesar de que son capaces de hallar correctamente los valores de la 
función, y entienden lo que le ocurre a esta, no lo describen adecuadamente como puede 
verse en la Figura 43. 
 
 
Figura 43. Respuesta hoja periodicidad 
Pasemos ahora a analizar el examen. Este, como hemos nombrado anteriormente, se 
hizo simultáneamente en los dos grupos de 4º ESO Opción B del centro de prácticas por 
lo que poseemos muchos más ejercicios que analizar, (aunque no todos han recibido el 
tratamiento). 
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En el primer ejercicio se ha decidido analizar tres posibles fallos que se recogen en 
la Tabla 35. 
• Imponer al dominio de la función racional la condición de numerador no nulo. 
• La resolución de las dos ecuaciones de segundo grado. 
• Resolver mal la inecuación. 
 
Tabla 35. Respuestas del ejercicio de GeoGebra 
Ejercicio 1 Clase Experimental 
Clase de 
control Total 
Anular denominador y numerador 1 4 5 
Resolver mal alguna ecuación de 
segundo grado 
Ecuación completa 
Ecuación incompleta 
 
4 
0 
4 
 
7 
3 
5 
 
11 
3 
9 
Error en la inecuación 
        Fallo procedimiento 
        Fallo cálculo 
6 
3 
3 
9 
5 
4 
15 
8 
7 
Total de resultados 18 21 39 
 
En el segundo ejercicio una gran mayoría confunde el mínimo, ya sea al calcularlo, 
por no clasificarlo (relativo o absoluto), o clasificándolo erróneamente como mínimo 
absoluto. También analizamos el error en la cota. Por ejemplo se adjunta en la Figura 44 
la respuesta de un alumno que comete algunos de los errores más observados. 
 
Figura 44. Respuesta estándar al ejercicio 2 
 
En algunos exámenes también se ha visto la definición de simetría con la regla de 
cálculo gráfica, similar al aquí adjunto (aunque este en particular confunde eje de 
abscisas y de ordenadas). Otro aspecto llamativo es que dentro de los exámenes que dan 
la definición algebraica la mayoría parecen olvidar que se debe cumplir para todo x 
como en la Figura 45. 
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Figura 45. Definición función simétrica 
 
En la Tabla 36, se resume toda la información extraída de las respuestas. 
 
Tabla 36. Análisis respuestas ejercicio 2 del examen 
Ejercicio 2 Clase Experimental 
Clase de 
control Total 
Error en el mínimo 
     Sin apellido 
     Mal apellido 
     Mal calculado 
3 
0 
2 
1 
20 
6 
11 
3 
23 
6 
13 
4 
Acotación 
     No acotada 
     Mal cota 
7 
2 
5 
16 
7 
9 
23 
9 
14 
Definición algebraica de simetría 
incompleta 
15/17 11/12 26/29 
Total de resultados 18 23 41 
 
En el tercer ejercicio se pide comprobar algunas simetrías. En el grupo 
experimental, se había avisado que una demostración mediante una tabla de valores no 
era suficiente y se consideraría errónea. Sin embargo, en el otro grupo, parece que no se 
dijo nada, por lo que primero se va a analizar las diferentes formas que tienen de 
abordar el ejercicio en la Tabla 37. 
 
Tabla 37. Análisis respuestas ejercicio 3 del examen 
Ejercicio 1 Clase Experimental 
Clase de 
control Total 
Resolución algebraica 
Resolución por valores 
Resolución gráfica 
18 15 
8 
3 
33 
8 
3 
Cálculo f(-x) y comparación 
Comprobación de la ecuación 
15 
3 
5 
17 
20 
20 
Total de resultados 18 22 40 
 
En el grupo experimental y en el grupo de control  se enseñaron procedimientos 
diferentes para ver la simetría de las funciones. Por un lado, en el grupo experimental se 
calcula f (-x) y comparan con f (x). Por otro, en la clase de control se plantean la 
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ecuación f (-x)= f (x) y se comprueba si es una identidad o un absurdo como se puede 
comprobar en la Figuras 46 y 47. 
 
 
Figura 46. Respuesta estándar clase experimental 
 
Figura 47. Respuesta estándar clase de control 
 
En este caso particular, no todos los apartados tienen la misma dificultad por lo que 
contaremos el número de respuestas correctas de cada apartado por separado (Tabla 38). 
Por otro lado el error más llamativo resulta el cálculo de –f (x) en el último 
apartado (Figura 48). 
 
 
Figura 48. Error cálculo –f(x) 
 
Tabla 38. Análisis de respuestas correctas ejercicio 3 
Ejercicio 3 Clase Experimental 
Clase de 
control Total 
Apartado a incorrecto 2 4 6 
Apartado b incorrecto 4 3 7 
Apartado c incorrecto 11 13 24 
Error fracción 1/9 8/12 9/21 
Resultados analizados 18 15 33 
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El error de la fracción se computa con un número distinto de respuestas, porque la 
mayoría de la clase experimental, compara los resultados sin escribir explícitamente      
-f (x). Así, cuando está correcto sabemos que son capaces de hallar correctamente -f (x) 
pero si se han confundido no podemos estar seguros que se debe a un error de cálculo de 
-f (x). 
El ejercicio 4 trata de ver si el alumnado ha comprendido el concepto de función 
definida a trozos. Además, se aprovecha para ver si son capaces de representar una 
parábola y una recta. Igual que ocurría en el ejercicio 3, al alumnado del grupo 
experimental se le avisó, que para que la representación de una parábola se considerara 
correcta, tenían que estar plasmados en la hoja el cálculo del vértice y cortes con los 
ejes. Sin embargo, en el grupo de control parece que esta advertencia no se hizo. Se 
pueden ver los distintos resultados en la Tabla 39. 
 
 
Tabla 39. Análisis respuestas ejercicio 4 
Ejercicio 4 Clase Experimental 
Clase de 
control Total 
Cálculo del vértice 15 5 20 
Cálculo puntos de corte 15 1 16 
Representación de la parábola  
     Correcta 
     Forma parabólica pero incorrecta 
     Sin forma parabólica 
 
8 
6 
4 
 
4 
14 
5 
 
12 
20 
9 
Total 18 23 41 
 
Donde la forma parabólica incorrecta más habitual es una parábola sin vértice como 
la expuesta en la Figura 49. 
 
 
Figura 49. Parábola sin vértice 
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El último ejercicio del examen, pide representar el valor absoluto de una función 
lineal. En principio, en ambas clases se había avisado que un valor absoluto primero 
había que trocearlo en una función definida a trozos, sin embargo, no todos lo hacen. 
Por otro lado, parece importante estudiar el número de alumnos que obtienen valores 
negativos de la función y no son conscientes de su error como el de la Figura 50. El 
recuento de casos de todos estos aspectos se encuentra en la Tabla 40. 
 
Figura 50. Valor absoluto con valores negativos 
 
Tabla 40. Análisis respuestas ejercicio 5 
Ejercicio 5 Clase Experimental 
Clase de 
control Total 
No determinan la función a trozos 7 6 13 
Determinan la función a trozos 
     En el 0 
     En el 2,5 
9 
6 
3 
15 
5 
10 
24 
11 
13 
Valores negativos 9 13 22 
Total respuestas 16 21 37 
 
Del ejercicio final de la hoja de límites solo tenemos respuestas del grupo 
experimental. El enunciado pide calcular todas las propiedades de la función a partir de 
su gráfica (Figura 40). Sin embargo, no todos los alumnos hablan de todas las 
propiedades, así que el número de respuestas es distinto para cada propiedad. 
Recordemos que las posibles dificultades del ejercicio que se han nombrado 
anteriormente son su recorrido que es ℝ \$1,0 y errores derivados de él, como el 
mínimo y la acotación. El análisis de los resultados se presenta en la Tabla 41. 
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Tabla 41. Análisis respuestas ejercicio final de límites 
Ejercicio Final Correcto Incorrecto 
Dominio 15 3 
Recorrido 15 3 
Crecimiento/decrecimiento 16 0 
Máximos/mínimos 16 2 
Simetría 18 0 
Acotación 12 4 
Asíntotas  
    Sólo verticales 
    1 horizontal, 1 vertical 
    Todas 
13 
3 
1 
9 
1 
 
 
8.4 Discusión de los resultados 
 
Este último apartado pretende meditar sobre las respuestas obtenidas y sacar la 
mayor información de ellas aunque como se trata de un grupo muy reducido la 
información no será extrapolable a la población. 
De la primera tabla de resultados, se puede destacar dos aspectos: uno pedagógico y 
otro didáctico.  
Por un lado, el día anterior al ejercicio, se había institucionalizado en la clase los 
conceptos tanto de crecimiento, decrecimiento; extremos como la acotación. Así, desde 
el punto de vista pedagógico, era de esperar que si los alumnos nombraban algo de la 
monotonía de la función y sus extremos, nombrarían también su acotación. Sin 
embargo, mientras que al menos 7 parejas hablan de monotonía y extremos, sólo 3 
nombran algo de acotación. 
Por otro lado, la acotación es un concepto visual sencillo desde el punto de vista del 
profesor, (gráficamente depende de si se puede encontrar una recta horizontal, tal que, la 
función quede en su totalidad por debajo o por encima). Sin embargo, desde el punto de 
vista didáctico, la acotación resulta más complicada, como puede verse a lo largo de los 
resultados obtenidos de todas las funciones. 
Además, si se miran las tablas de la parte I se puede ver que la acotación es un 
concepto nuevo en este curso que se había introducido por primera vez el día anterior. 
El propósito principal de la actividad de GeoGebra, que consistía en recordar las 
simetrías, parece lograrse por la mayoría de las parejas aunque se puede inferir una 
diferencia entre el dominio de la simetría par (9 parejas) y la simetría impar (6 parejas). 
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Incluso se pueden encontrar
la función no es simétrica (a pesar de poseer simetría impar), como se ve en el 
fragmento extraído de una respuesta en la Figura
 
Figura 51. Fragmento respuesta ejercicio de simetría impar
El primer ejercicio del examen, nos ayuda a analizar, no sólo los dominios de las 
funciones sino también la resolución de ecuaciones e inecuaciones.
Así, el 28,2% de los exámenes contienen algún error en una ecuación de segundo 
grado. También, se advierte
de los errores de las ecuaciones son en ecuaciones completas mientras que el otro 75% 
de los errores son en ecuaciones incompletas.
Las inecuaciones parece que les resultan complicadas, ya que má
alumnado no llega a la solución correcta (un 50% por errores de cálculo y otro 50% por 
error en el procedimiento). 
En el ejercicio 2, lo más llamativo es la gran diferencia entre el grupo experimental 
y el grupo de control en la pregunta de m
diferencia puede entenderse si recordamos los análisis de los ejercicios de 
realizados por el grupo experimental (Figura 
 
 
De las 8 parejas que comentaron algo sobre máximos y mínimo, 4 clasificaron 
como máximo absoluto al situado a la izquierda de la imagen. 
 parejas que, a la vista del ejercicio anterior, aclaran que 
 51. 
 
 
 
 una diferencia según el tipo de ecuación ya que sólo el 25% 
 
ínimos y en la acotación. No obstante, esta 
52). 
 
Figura 52. Función impar 
 
 
s del 35% del 
GeoGebra 
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Por ello, al día siguiente, con los ejercicios corregidos, se remarcó la diferencia 
entre máximo absoluto y el mayor de los máximos y se repitió la definición 
comparándola con el ejercicio de GeoGebra. 
Igualmente, como algunos alumnos no entendían la definición de acotación, esta se 
repitió por comparación con las funciones constantes f (x) =k, lo que resultará 
importante en las cuestiones abiertas. 
El ejercicio 3, por su parte, muestra un dominio insuficiente del álgebra por muchos 
de los alumnos de este curso. Así, algunos intentan demostrar la simetría mediante una 
tabla de valores, antes que enfrentarse a la función de forma analítica. Incluso 3 
prefieren intentar representarla para, a la vista de su gráfica, deducir la simetría. 
En vez de analizar los respuestas clase a clase, para el ejercicio 4 vamos a 
considerar el total. Así, de 12 alumnos que logran dibujar la parábola correctamente 11 
han hallado el vértice de la parábola (ya sea explícitamente o añadiendo el punto en la 
tabla de valores). 
Del mismo modo, de los 20 que dibujan forma parabólica pero no correcta del todo 
como en la Figura 49, sólo 5 tenían calculado el vértice. Así, podemos concluir que 
hallar el vértice de la parábola ayuda a una correcta interpretación de la función y a 
representarla más fielmente, aunque no se puede decir que asegure su correcta 
representación ya que 7 alumnos que tenían hallado el vértice no han sido capaces de 
sustraer de él la información necesaria. 
Por último, se demuestra que el alumnado aun no domina el concepto de valor 
absoluto. De hecho, casi un 60% de las representaciones gráficas de la función   
f(x)=|2x-5 | tienen algún valor negativo en la tabla de valores o en la gráfica (Figura 50). 
Incluso 4 alumnos (más de un 10 %) ni son conscientes del valor absoluto e 
interpretan la función como f(x)=2x-5 como se expone en la Figura 53. 
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Figura 53. Representación valor absoluto como recta 
 
Asimismo, parece que en el grupo de control, se insistió mucho más en ejercicio de 
este estilo de representar valores absolutos, ya que más de un 70% del alumnado la 
trocea y un 35% lo hace en el punto correcto, frente al 56% del alumnado de la clase 
experimental que trocea la función y sólo un 18,75% en el 2,5. (Tabla 40). 
Finalmente, la última respuesta del grupo experimental, permite analizar los 
conceptos nuevos introducidos este año. Así, un error esperable podría ser considerar el 
mínimo absoluto y no relativo; o decir que la función está acotada.  
Sin embargo el concepto de máximo y mínimo absoluto o relativo, parece que ha 
quedado bastante claro, ya que, en GeoGebra, se comenzó con un 50% de errores. En el 
examen, ya se había disminuido a un 13,04% (resultados de la Tabla 36, del grupo 
experimental) y finalmente, en este último ejercicio sólo hay un 5,55% de 
error (tabla 41). 
La acotación, por su parte, parece quedar un poco menos afianzada. Esto puede 
deberse a que en el aula se tuvo que volver a explicar y se improvisó una explicación 
mediante la comparación de f (x) con otra función g (x) =k con k constante que quedó 
incompleta (sólo relacionada con el ejercicio particular que se estaba corrigiendo). 
El alumnado generalizó el concepto a que si existe una recta horizontal que no corta 
a la función entonces está acotada. Sin embargo, como se puede ver en la Figura 54, no 
es tanto que la función corte o no a la recta horizontal, sino que quede, en todo su 
dominio, por encima o por debajo. 
 
 
 
No acotada
 
Figura 
En general, el análisis de resultados concuerda bastante con los errores 
capítulo 6. Así, la mayoría de los errores observados se deben a dificultades 
epistemológicas de las matemáticas y no tanto del proceso de enseñanza seguido, 
aunque se observan diferencias entre los grupos según qué conceptos se 
institucionalizaran con mayor profundidad.
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54. Función acotada y no acotada 
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Síntesis, conclusiones y cuestiones abiertas 
 
Síntesis 
Si se analiza todo el trabajo en general, se puede ver que el currículo, se organiza en 
forma espiral, donde cada año se van introduciendo nuevos conceptos. Sin embargo, 
resulta muy extenso y complicado de institucionalizar en su totalidad.  
Se pueden encontrar varias contradicciones en el currículo a lo largo de la etapa 
escolar, pero aun son mayores las diferencias entre los libros de texto y el currículo. 
Los libros son una buena guía del estudio a seguir, aunque es tarea del profesor 
analizarlos y descubrir sus carencias y errores. Así, hay partes redactadas 
convenientemente mientras que otras podrían crear disfunciones en el proceso de 
estudio y errores en el alumnado, por lo que convendría revisarlos y aún renunciar a su 
enseñanza. 
Asimismo, la mayoría de las actividades de los libros son ejercicios que exigen 
poca reflexión. Sin embargo, científicos expertos en la didáctica de las matemáticas 
sugieren otro tipo de problemas y actividades más abiertas ya que obtienen mejores 
resultados. 
Este contexto institucional (currículo y libros de texto) sirve de referencia para el 
análisis de un proceso de estudio puesto en marcha con estudiantes de 4º ESO, 
opción B. Por un lado, mirando el libro de texto de referencia, se verifican las ideas 
recogidas en la primera parte Por ello, se plantearon unas nuevas actividades más 
acordes con aquello que se quería enseñar. A nuestro parecer, la actividad de GeoGebra 
resultó adecuada ya que después parece que han comprendido bastante bien los 
conceptos allí introducidos. 
 
Conclusiones 
Las pruebas experimentales confirman la tesis, largamente estudiada en la 
bibliografía, según la cual gran parte del alumnado aun no posee el dominio eficaz del 
álgebra que se presupone alcanza en la etapa. Incluso los procedimientos de resolución 
de ecuaciones que llevan aplicando 3 años, les resultan complicados. 
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Tampoco parece el alumnado muy preparado para comprender los conceptos más 
complicados del tema: como tasa de variación, límite o asíntotas.  
Aunque el proceso de enseñanza pudiera ser el adecuado, podemos concluir que el 
tiempo es insuficiente para introducir correctamente todos los conceptos. Así, mientras 
un profesor se centraba en unas ideas (que su grupo consigue resolver adecuadamente), 
el otro recalcaba otras (donde vuelve a haber diferencias en el número de respuestas 
correctas entre el grupo de control y el grupo experimental). 
 
Cuestiones abiertas 
Queda abierto, por un lado, el estudio del abanico de posibilidades que se abre al 
introducir las funciones definidas a trozos. 
Por otro lado, al explicar la acotación de las funciones, se descubrió, de forma 
inconsciente, una posible propuesta para introducir el concepto mediante la 
comparación de funciones. 
Un esbozo de esta propuesta sería: 
• Representar ciertas funciones constantes: f(x)=0, f(x)=3, f(x)=-5 f(x)=7… 
• ¿Qué forma tiene f(x)=k? ¿de qué depende si está por encima o por debajo del 
eje de abscisas?  
• Comparar f(x)=k , f(x)=k+1.  
• Representar una f(x) que cumpla que f(x) ≤ g(x)=3 ∀x? 
• ¿Qué significa gráficamente que f(x) ≤ g(x)=3 ∀x? ¿Qué significa gráficamente 
que f(x) ≥g(x)=15 ∀x? ¿Qué significa que f(x) ≤ g(x)=k ∀x? ¿Qué significa que 
f(x) ≥ g(x)=k ∀x? 
• ¿Qué puede ocurrir si comparo f(x) con g(x)=k? (Institucionalización). 
Reforzar en la institucionalización que se trata de que en todo su dominio se quede por 
encima o por debajo y contrastar con alguna función definida a trozos donde queden 
partes por encima y otras por debajo. 
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A. Hoja conceptos y ejercicios de funciones
 
ANEXO I 
 
 
 
  
 
B.  Ejercicios dominios y repaso 3º ESO 
 
  
   
   
C. Actividad Adicional Simetrías y Periodicidad
Archivos GGB: 
 
                   Función Par 
 
 
   
    Función Impar
Función Periódica 
 
 
 
 
Fichas: 
1- Rellena las siguientes tablas:
 
a. Abre el fichero 
 
Puntos
 
x 
1 
 
 
-1 
 
 
1,2 
 
 
-1,2 
 
 
2 
 
 
-2 
 
 
4 
 
 
-4 
 
 
4,5 
 
 
-4,5 
 
 
  
 
Pregunta:  A partir de la tabla y de la representación gráfica, ¿observas alguna 
propiedad especial de la función?
 
 
 
 
 
 
 
 
Nombres: 
 
Parabola.html y realiza los ejercicios: 
 Gráfica 
f(x) 
 
Acorde a la gráfica y a los valores de la 
tabla dibuja la escala de los 
ejes: 
 
 
 
 
 
 b. Abre el fichero 
 
Puntos
 
 
x 
0 
 
 
0,5 
 
 
-0,5 
 
 
1,5 
 
 
-1,5 
 
 
2 
 
 
-2 
 
 
2,5 
 
 
-2,5 
 
 
  
 
Pregunta:  A partir de la tabla y de la representación gráfica, ¿observas alguna 
propiedad especial de la función?
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Polinomio.html y realiza los ejercicios: 
 Gráfica 
f(x) 
 
Acorde a la gráfica y a los valores de la 
tabla dibuja la escala de los 
ejes: 
 
 
 
 
 
2- Rellena la siguiente tabla utilizando el fichero 
 
x -4,5 
f(x)  
Acorde a la gráfica y a los valores de la tabla dibuja la escala de los ejes:
 
Pregunta: A partir de la tabla y de la representación gráfica, ¿eres capaz de 
deducir cuánto vale la función en x=18,77? ¿Y para x=49,5? ¿Qué le ocurre a la 
función? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Oscilaciones.html: 
 
-3,73 0 0,77 4,5 5,27 
     
 
 
 
9 9,77 
  
 
 
D. Hojas límites gráficos 
 
  
   
E. Examen 
Examen funciones 4º ESO
Nombre y Apellido: 
1. Halla el dominio de las siguientes funciones: (1,5 puntos )
a) 
b) 
c) 
2. Función gráfica (3 puntos)
a) Crecimiento y 
b)  Máximos y mínimos relativos y absolutos. 
c) ¿La función presenta algún tipo de acotación? En caso afirmativo, ¿de qué 
tipo?  Indica la cota. 
d) ¿La función es simétrica? Define función par e impar.
función es simétrica, 0,5 puntos definición de función par y 0,5 puntos 
definición función impar).
3. Demuestra si hay algún tipo de simetría:
a) f(x)=x
3
-8x 
b) f(x)=5 x
2
-x 
c) f(x)  
4. Dibuja la siguiente función:
5. Dibuja la siguiente función
 
F. Control de tareas por parejas
 
      
 
 
 
 
 
decrecimiento. (0,5 puntos) 
(0,5 puntos) 
(0,5 puntos) 
 (0,5 punt
 
 (1,5 puntos) 
 (2 puntos) 
 
: (2 puntos) 
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os ver que la 
   
ANEXO II 
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